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Quelques propriétés et applications des
opérateurs de Toeplitz

Résumé

Dans cette these, nous étudions le noyau de Bergman et la quantification de Berezin-
Toeplitz sur des variétés non compactes.

Le premier chapitre est introductif. Dans un premier temps, on y présente la quantifica-
tion de Berezin—Toeplitz sur une variété symplectique complete a géométrie bornée. Dans
un deuxieme temps, on y donne un apercu de résultats sur le comportement asymptotique
du noyau de Bergman sur une surface de Riemann épointée.

Dans le deuxieme chapitre, on établit un développement asymptotique pres de la dia-
gonale pour le noyau d’un opérateur de Toeplitz avec pour symbole la fonction indicatrice
d’un domaine compact a bord lisse dans une variété symplectique complete a géométrie
bornée. A Paide de notre approche, on étend deux résultats au cadre non compact : le pre-
mier concerne le comportement asymptotique de la trace de polynomes en cet opérateur,
le second consiste en une loi de Weyl pour cet opérateur de Toeplitz.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons une surface de Riemann épointée munie
d’une métrique hermitienne qui coincide avec la métrique de Poincaré pres des points de
ponction, ainsi qu’un fibré en droites holomorphe qui polarise la métrique. Nous montrons
que le quotient des formes de Fubini—Study induites par les applications de Kodaira des
puissances tensorielles élevées du fibré en droites et de la forme de Poincaré pres de la
singularité croit de maniére polynomiale et uniforme dans un voisinage de la singularité

lorsque la puissance tensorielle tend vers I'infini.

Mots-clés. Quantification de Berezin—Toeplitz, Noyau de Bergman, Géométrie bornée, Dé-

veloppement asymptotique, Surfaces de Riemann épointées.






On some properties and applications of Toeplitz
operators

Abstract

In this thesis, we study the Bergman kernel and Berezin-Toeplitz quantization on
non-compact manifolds.

The first chapter is introductory. First, we give a review Berezin-Toeplitz quantization
on a complete symplectic manifold with bounded geometry. Subsequently, we provide an
overview of results on the asymptotic behavior of the Bergman kernel on a punctured
Riemann surface.

In the second chapter, we prove a diagonal expansion of the kernel of a Toeplitz opera-
tor whose symbol is the indicator function of a compact domain with smooth boundary in
a complete symplectic manifold of bounded geometry. Using our approach, we extend two
results to the non-compact setting: the first one concerns the asymptotics of the trace of
polynomials in this operator, and the second one establishes a Weyl law for this Toeplitz
operator.

In the third chapter, we consider a punctured Riemann surface endowed with a Her-
mitian metric that equals the Poincaré metric near the punctures, and a holomorphic line
bundle that polarizes the metric. We show that the quotient of the induced Fubini—Study
forms by Kodaira maps of high tensor powers of the line bundle and the Poincaré form
near the singularity grows polynomially uniformly on a neighborhood of the singularity

as the tensor power tends to infinity.

Keywords. Berezin—Toeplitz quantization, Bergman kernel, Bounded geometry, Asymptotic

expansion, Punctured Riemann surfaces.
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1 Introduction

1.1 Quantification de Berezin-Toeplitz sur une variété symplectique

En mécanique hamiltonienne, ’espace des phases est une variété symplectique (X, w).
Le processus de quantification consiste & munir (X, w) d’un espace de Hilbert H. L’objectif
est d’associer a des fonctions sur X, vues comme des observables classiques (par exemple,
la position, I’énergie cinétique), des opérateurs vus commes des observables quantiques,
agissant sur 'espace H des états quantiques (i.e., des fonctions d’onde). On souhaite de
plus que cette transformation vérifie certaines regles de compatibilité entre le formalisme
hamiltonien et le formalisme quantique (voir [1, Section 1.1]). Cependant, il n’existe pas
de maniere canonique de quantifier la variété symplectique (X, w).

Dans la théorie de la quantification géométrique, introduite indépendamment par
Kostant [29], et Souriau [43], la variété (X,w) est préquantifiée : elle est dotée d'un fi-
bré en droites préquantique, qui est un fibré en droites L au-dessus de X dont la forme
de courbure coincide avec la forme symplectique. Une maniere de quantifier une variété
symplectique préquantifiée est donnée par la quantification de Berezin—Toeplitz. Dans ce
cadre, on ne travaille plus avec un seul espace de Hilbert, mais avec une famille d’espaces
(H,)p>1, ol les éléments de H), sont des sections de la p-ieme puissance tensorielle de L.
Le parameétre p ainsi introduit peut étre interprété comme l'inverse de la constante de
Planck renormalisée i = h/2m. On associe alors a une observable f sur X une famille
d’opérateurs T, agissant sur H,, que I'on appelle sa quantification de Berezin—Toeplitz
ou aussi I'opérateur de Toeplitz de symbole f. Ces opérateurs vérifient une condition de
compatibilité entre les formalismes de la mécanique quantique et de la mécanique ha-
miltonienne dans la limite semi-classique p — +o00, connue sous le nom de principe de
correspondance, qui prend la forme suivante :

—1 -
[Tfﬁpv Tg,p] = TT{ﬁy},p + (’)(p 2)7 (1-1)

ou {f,g} désigne le crochet de Poisson de f et g. La formule ci-dessus a initialement

été établie par Bordemann—Meinrenken—Schlichenmaier [12] dans le cas ou (X,w) est
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CHAPITRE 1

une variété kahlérienne compacte, en utilisant des techniques développées par Boutet de
Monvel-Sjostrand [15] et Boutet de Monvel-Guillemin [14]. De plus, Schlichenmaier [42]
dans le cas kéhlérien compact, puis Ma—Marinescu [36] dans le cas symplectique, ont
prouvé l'existence d'un développement asymptotique complet pour la composée T, o
T, p», dont une conséquence particuliere est I'obtention des termes supplémentaires dans
le développement (1.1).

L’objet de ce chapitre est d’énoncer les résultats relatifs au comportement asymp-
totique du noyau de Bergman et a la théorie des opérateurs de Toeplitz sur une va-
riété symplectique a géométrie bornée. Nous suivons l'ouvrage de Ma—Marinescu [34],
ainsi que les travaux de Dai-Liu-Ma [20], Ma—Marinescu [33], [36], [37], [38] et Kordyu-
kov-Ma-Marinescu [28].

1.1.1 Préliminaires. Soit K = R ou C. On appelle K-fibré vectoriel sur une variété
lisse X un fibré vectoriel lisse dont les fibres sont des K-espaces vectoriels. On utilisera
également les terminologies fibré vectoriel réel dans le cas K = R et fibré vectoriel complexe
dans le cas K = C. On dit qu’un fibré vectoriel réel (resp. complexe) F est euclidien (resp.
hermitien) s'il est muni d'une métrique euclidienne (resp. hermitienne) h¥', c’est-a-dire
d’une famille lisse de produits euclidiens (resp. hermitiens) hY : F, x F, - K, x € X. On
notera (F, h') pour désigner le fibré F' muni de la métrique h'". Lorsque les changement de
cartes d’un fibré vectoriel complexe F' sont donnés par des biholomorphismes, on parlera
de fibré vectoriel holomorphe.

Soit X une variété lisse orientable de dimension m, T X son fibré tangent et T*X
son fibré dual. Pour k € N, on note Q*(X) := €°°(X, A*(T*X)) I'ensemble des k-formes
différentielles sur X. On utilisera la notation A pour le produit extérieur sur Q%(X) et
d: QF(X) = Q¥1(X) la différentielle extérieure. Etant donné F un K-fibré vectoriel sur
X, on définit par QF(X, F) := €°°(X, A*(T*X)® F') 'ensemble k-formes différentielles sur
X avaleurs dans F'. Dans ce qui suit, on suppose que X est une variété riemannienne dont
on note la métrique g7~ : TX x TX — R. On note V¥ la connexion de Levi-Civita pour
g™* et dvx la forme volume riemannienne associée a g?*. Soit (F, h’") un fibré vectoriel
euclidien (resp. hermitien) sur X. Soit (-, ) ye(7+ x)op la métrique sur A*(7"X)® F' venant
de ht" et g™X. Alors (-, Ve (e x)pr induit sur Q5(X, F) := €5°(X, A*(T"X) ® F'), I'espace
des sections lisses a support compact de A*(T*X)® F', le produit scalaire (resp. hermitien)

(-,-) défini par
(s1,85) 1= /X (51(0), 52(2)) yorexyor dux (2)s 51,82 € QYXLF).  (12)

Nous noterons par L?(X,A*(T*X) ® F) le complété de 65°(X,A*(T*X) ® F) pour la

norme || - ||z induite par (1.2).
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Quantification de Berezin-Toeplitz sur une variété symplectique

Connexions sur un fibré vectoriel. Soit F© — X un K-fibré vectoriel. On rappelle la

définition d’une connexion sur F.

Définition 1.1. Une connexion sur F est une application K-linéaire V¥ : €*(X,F) —
QYX, F) telle que

VE(ps) =dp®s+oVis, Vo €™(X),scEX,F). (1.3)

Soit V¥ une connexion sur F. Alors V¥ se prolonge en VI : Q*(X, F) — Q*"(X | F)

vérifiant la régle de Leibniz
Vi (and) =dand+ (-1)FaAVEY, YaeQF(X), 0eQ (X F), (1.4)
ou A désigne le produit extérieur. Une conséquence de (1.4) est la formule suivante :

ViU, V) = Via(V) = Via(U) — a([U,V]),

1.5
avec a € QYX,F), UV € €=(X,TX). (15)

D’apres la regle de Leibniz, la différence de deux connexions sur F' est €°°(X)-linéaire
et s’identifie ainsi & un élément de Q'(X,End(F)). De méme, d’aprés (1.4), 'applica-
tion (VI)? : €°(X,F) — Q*(X,F) est €°(X)-linéaire et définit ainsi une 2-forme
RF € O?(X,End(F)) appelée courbure de la connexion V. D’apres (1.5) on a

RF(U,V)s = VVis=ViVis—Vipys, YUV eC®(X,TX),s € €(X,F). (1.6)

Soient F, F’ deux fibrés vectoriels sur X munis de connexions V¥, V. On rappelle que

VT et V' induisent sur F @ F’ la connexion tensorielle VF®F définie par
vier — vl o14+10 VY, (1.7)

Définition 1.2. On suppose que (F,hT) est un fibré vectoriel euclidien (resp. hermitien).
On dit d’une connezion VI : €°(X, F) — QYX, F) sur F qu’elle préserve la métrique
hY si elle vérifie, pour tout V€ €°(X,TX), s1,80 € €°(X, F),

VhF(Sl, 82) = hF (V{;sl, 82> + hF (817 V582) . (18)

Lorsque (F,h") est un fibré vectoriel euclidien (resp. hermitien), une connexion sur
F vérifiant (1.8) est appelée connexion euclidienne (resp. hermitienne). Par exemple, la

connexion de Levi-Civita V7% est euclidienne sur (T'X, g**).
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CHAPITRE 1

Structure spin® et connexion de Clifford Nous suivons [34, Section 1.3.1] et [33]. On
suppose que (X, g7¥) est de dimension paire m = 2n et munie d’une structure presque
complexe, i.e. d'une application J € End(TX), vérifiant J? = —Id. On supposera égale-

ment J compatible avec g7, c’est-a-dire
gTX(J"J') = gTX('7')' (19)

L’application J s’étend par C-linéarité sur T X ® C et induit la décomposition en somme

directe
TX @ C=TWO0X ¢ TOVX,

(1.10)
TWIX = Ker{J — v=11d}, TOYX :=Ker{J ++v/~11d}.

Les projections de TX @ C sur THYX et TODX sont données respectivement par les

applications

PO = ;(1 —V=1)), P%= ;(1 +v-1J). (1.11)

Pour U=V ++/-1W cTX®C, V, WeTX,onnote U =V —/—1W € TX @ C. Si
UeTUOX onaleTOVX.

On étend la métrique riemannienne g% par C-linéarité sur TX ® C. Alors g'* in-
duit sur 70X (resp. 7OV X) une métrique hermitienne A9 (resp. A(®V) donnée par
g™ (U, V) pour U,V € TOIX (resp. U,V € TOVX).

On étend également la connexion VX par C-linéarité & TX ® C. Comme V7X préserve
¢™X, la connexion V10 ;= pLOYTX pL0 gup T X préserve h'?. De méme, la connexion
VOl .= poiyTX pol gur 7O X préserve 0.

On note T*10 X et TV X les fibrés duaux de THO X, TOD X Le fibré ATV X)
est Zg-gradué par la décomposition A(T*ODX) = Apair(T*0.1) X)) g Almpair(7+0.1) X) | et
pour v = v 4 O € TAOX @ TODX | on définit I'action de Clifford c(v) de v sur
A(T*OVX) par

c)a = V2@ Aa—ena), ae ANTTOVX). (1.12)

Ici, ¢ désigne la contraction et 719* € T*OD X le dual métrique de 71 pour ¢7¥. On

vérifie la formule
c()e(V)+ce(V)e(U) ==2(U, V), UV eTX. (1.13)

On munit (X, A% (T*X)) de la métrique définie en (1.2). Alors d’apres [34, Section
1.3.1], il existe une connexion hermitienne V' sur A(T**V X)) dite connezion de Clifford

au sens o1, d'une part, elle préserve la Zy-graduation de A(T*VX) et, d’autre part, elle
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Quantification de Berezin-Toeplitz sur une variété symplectique

est compatible avec 'action de Clifford, c’est-a-dire
(VP e(W)) = c(VIXW), WV, W € (X, TX). (1.14)

En suivant [33] et [34, Section 1.3.1], nous allons donner une formule locale pour V' dans
un repere adapté a la décomposition (1.10). Soit {wg}}_; un repére orthonormé local de
TAOX et {w,}7_, le repere de T(®Y X associé. Notons {w*}7_, le repere dual de {wy}7_,
et {w*}7_, le repere dual de {wy}7_,. On consideére le repére orthonormé {e;}?%, de TX

défini par
1 v—1
€ok—1 = E(UJ]{; +wk>, €or — W(uﬁf — wk) (115)

Soit I'"™X € T*X ® End(TX) la 1-forme de connexion de V¥ dans le repere {e;}?";,

=

c’est-a-dire telle que dans ce repére
VZ;XGJ‘ = F(ei)ej. (]_]_6)

On consideére V9 la connexion induite sur det(77°X) par V0. La connexion V9 est
hermitienne pour la métrique induite par A" sur det(T*°X) = A»(TH9X). Soit T'9* la

1-forme de connexion de V9 dans le repére wy A ... A w,. On vérifie

VE wp AL Aw) =Ty A Aw,, T = ST (Y, W) - (1.17)
k=1

D’apreés [34, Section 1.3.1], la connexion V! est définie localement par

1 1

Vel =d+ 2 > <FTX(-)ei, ej> cle;)c(e;) + §Fdet. (1.18)
1]

avec ¢(I') € T*X ® End(A(T**Y X)). On considére la connexion V® := V10 @ V!, Soit

I'® la forme de connexion de V& dans le repere local {e;}27,, soit Ay € QY(X, A(T*OV X))

définie par Ay := V¥ —V® Alors T' = I'? + A, et d’apres (1.12), en suivant [34, (1.3.3)]

et [33, (2.3)], on a :

1
VCI =d+ Z <<F@wk,wl>wk N lw, + 5 <A2U)k, U)l> L@, b,
i (1.19)

1
+3 (Agty, w;) WE AW A )

Dans la formule ci-dessus, il est important de noter que A, a toujours un sens global.
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Connexion de Chern Lorsque (F,h) est un fibré vectoriel holomorphe hermitien et
(X, J) une variété complexe, 1'opérateur de Dolbeault " Q* (X, F) = Q"X F) est
bien défini, vérifie (97 )2 = 0 et &' s’annule sur les sections holomorphes de F. 1 existe
alors une unique connexion V¥ hermitienne sur (F, 1) telle que VI est holomorphe,
c’est-a-dire

Vis=uw(0's), YUeTOVX, se€>(X,F) (1.20)

On appelle la connexion V¥ la connezion de Chern de (F,h"").

Opérateurs différentiels. Soit (F,h%) un fibré euclidien ou hermitien sur (X, g7%), et

V¥ une connexion qui préserve ht'.

Définition 1.3. On dit qu’un opérateur D défini sur €°°(X, F') est un opérateur différentiel

d’ordre q si D s’écrit localement sous la forme

q
D=f+> Vi ...V{ |
= 1,k k,k (121)

avec  f,b € € (X,End(F)), Vix € € (X, TX),

et si le terme pour k = q dans la somme ci-dessus est non nul.

Dans ce qui suit, on introduit les opérateurs différentiels qui interviendront réguliere-

ment dans ce chapitre et dans la suite du manuscrit.

Laplacien de Bochner Soit (F, h'") un fibré vectoriel euclidien ou hermitien sur (X, g7¥).

Le laplacien de Bochner est 'opérateur non borné défini sur 65°(X, F') par la formule
AT = (VY v, (1.22)

ot (V)" : QY X, F) — Q%X, F) désigne I'adjoint formel de V¥ pour la métrique (1.2)
venant de hf et g™*. Soit (e;)1<i<m un repére orthonormé local de (T'X,g™*). On a
Iégalité

AF — _ Z {(vgf B vggxei] . (1.23)

i=1
L’opérateur AT est un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2. Lorsque la variété (X, g7X)

est supposée complete, le laplacien de Bochner a la propriété d’étre un opérateur essen-
tiellement autoadjoint (voir [28, Théoreme 2.4], [34, Corollaire 3.3.3, Corollaire 3.3.4]).

Opérateur de Dirac-spin® Soit (F, k", V) un fibré vectoriel hermitien sur une variété

riemannienne (X, g7*) de dimension paire 2n munie d'une structure presque complexe .J
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compatible avec ¢7X. L’ opérateur de Dirac-spin® est défini localement par

D¢ = % c(e) VO - QO (X, F) — Q" (X, F). (1.24)
i=1
Rappelons que les termes c(e;) correspondent a 'action de Clifford introduite en (1.12).
Ici VL désigne la connexion de Clifford induite par V' et V¥ sur le produit tensoriel
A(T*OVX) ® F. L'opérateur D¢ est un opérateur elliptique d’ordre 1, formellement
autoadjoint pour la métrique sur A*(T*OYVX) ® F venant de g7 et h'".

Soit ACLE = (VOLE)*YOLE e laplacien de Bochner associé¢ a VO agissant sur
E°(X, A" (T*X)® F). Nous notons 7~ la courbure scalaire de (X, g”*). L’opérateur D¢
vérifie la formule de Lichnerowicz, telle qu’énoncée dans [9, Théoreme 3.52], [33, Théoreme
2.2],

V2 CLF rX epF . Lepdet
(D):A’—FZ—I—R +§R,

. 1
avec °RF .= 3 Z RF(% ej)c(ei)c(ej), (1.25)
5J

1 1
et R = 3 > Tr [RT< ’O)X] (i, e5)c(e;)c(e;),
12
ot RTM"X ¢ O X, End(TM0X)), RF € Q2(X,End(F)) désignent les courbures des
connexions V50 V¥ et la trace dans I'expression de R correspond a la trace sur la
partie End(700 X).

Remarque 1.4. L’action de Clifford définie en (1.12) échange les degré pairs et impairs
dans la Zy-graduation A(T*ON X)) = APair(T*OD) X) g Almpair (70D X)) et la connexion de
Clifford VC-E'®F préserve la Zo-graduation. Ainsi, l'opérateur de Dirac défini par (1.24)

est tel que
D = Dy|qowsic(x,p) : QPP (X, F) — QWP (X F) (1.26)
D; = Dp|QO,impair(X7F) : QO,impair(X’ F) — QO,pair(X7 F)

En particulier, 'opérateur Df) préserve la Zy-graduation de Q°*(X, F).

Laplacien de Bochner renormalisé Soit (X,w) une variété symplectique, c’est-a-dire
munie d’une 2-forme réelle fermée w € Q?(X) telle que w(-, ) est non-dégénérée, i.e. pour
tout z € X, on vérifie {V € T, X : VU € T, X, w(U,V) =0} = {0}.

Définition 1.5. Soit (L, h*) un fibré en droites hermitien sur (X,w). On dit que (X, w) est

préquantifiée par (L, h%) ou que (L, ht) est un fibré en droites préquantique sur (X,w),

V-1
27

st on a

Rl =w. (1.27)
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On se donne (L, hl) un fibré en droite préquantique sur (X,w) et (E,h%) un fibré
vectoriel hermitien sur X, munis respectivement de connexions hermitiennes V¥, V%, Soit
J une structure presque complexe sur X compatible avec w et 7% ie. w(J-, J-) = w(:, )
et gTX(J-, J-) = g"%(-,-). Soit Jy € End(T X) I'application définie par

w(u,v) = g"* (Jou,v), u,veTX. (1.28)

Le laplacien de Bochner renormalisé A, agissant sur les sections de LP ® E a été initia-

lement introduit par Guillemin—Uribe [25] et est défini par
A, = AYOE _proavee 1(z) = —n Tr[Jo(2)J(2)], € X, (1.29)

ou A"®F désigne le laplacien de Bochner agissant sur les sections de LP ® E. Le laplacien
de Bochner étant essentiellement auto-adjoint sur 65°(X, LP ® E), comme 7 € (X, R),

c’est aussi le cas du laplacien de Bochner renormalisé.

Laplacien de Kodaira Soit (F, 1) un fibré holomorphe hermitien sur (X, J) une va-
riété complexe. On munit X d’une métrique riemannienne g’ compatible avec J. Soit
9" V'opérateur de Dolbeault. On note 9" I'adjoint formel de 9" pour la métrique sur
Q%*(X, F) définie comme dans (1.2) en remplacant A®(T*X) par A®*(T*X). Le laplacien
de Kodaira est défini sur Q%*(X, F') par

0f=3"9"" +3"9". (1.30)

L’opérateur (I est un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2 agissant sur Q%*(X, F).
D’apres [34, Corollaire 3.3.3], O est essentiellement autoadjoint sur 63°(X, F). Notons

DF=v2(8" +3""), (1.31)
alors Popérateur différentiel d’ordre un D vérifie (D)2 = 207, On définit par

Kel" gF |Q0,q

H"(X F) = —— %
Im 8F‘Q0,q—1

(1.32)

le g-éme groupe de cohomologie du complexe de Dolbeault (QO"(X ,F ),5F). On énonce le
théoréme de Hodge (voir [34, Théoreme 1.4.1)) :

Théoréme 1.6 (Hodge). Supposons X compacte. Pour tout ¢ € N on a la décomposition

en somme directe suivante

QO,q<X7 F) = Ker (_DF|QO,q(X’F)) @ Im <5F|Qo,q71(X7F)) @ Im (5F7*|Q0,q+l(X’F)) , (1.33)
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et [isomorphisme
Ker 0" |go.q ~ Ker D |qo.q ~ HY(X, F). (1.34)

Remarque 1.7. On suppose que (X, J,w) est une variété kéhlérienne, c’est-a-dire telle
que J est intégrable (i.e., TYOX est stable par crochet de Lie), et J = Jp.

(i) Si(F,Rh") est un fibré holomorphe hermitien sur X, on a D¢ = D = /2 (EF + 5F’*>.

(ii) Si (L,h*), (E,h") sont holomorphes hermitiens sur X, on a 7 = 2n7w et A,s =
20"%E s pour s € €°(X, [P @ E).

1.1.2 Trou spectral pour le laplacien de Bochner renormalisé. I.’objet de cette section
est d’exposer la preuve de Ma—Marinescu [33, Corollaire 1.2] du trou spectral pour le
laplacien de Bochner renormalisé. On considére (X,w) une variété symplectique de di-
mension m = 2n, (L, h", V) un fibré en droites hermitien qui préquantifie (X,w), et

(E,hE,VE) un fibré vectoriel hermitien sur X. Nous rappelons que, par définition,

e

o Rt =w. (1.35)

On munit (X,w) d’une métrique riemannienne compléte g7~ et de J une structure
presque complexe sur X compatible avec w et g'X. On suppose que (X,L,E) est a
géométrie bornée : le rayon d’injectivité inj* de (X, g’¥) est strictement positif et les

dérivées a tout ordre de RY, R, J, g7 sont uniformément bornées sur X. On suppose de

plus
V—1R%(u, J
fo :=  inf I(Qu’ (@) > 0. (1.36)
rzeX |u| TX
weT, X \{0} g

D’apres, [33, Corollaire 1.2], [28, Théoreme 1.1], le laplacien de Bochner renormalisé A,

défini en (1.29) admet un trou spectral, plus précisément :

Théoréme 1.8 ([33, Corollaire 1.2], [28, Théoreme 1.1)). Il eziste C, > 0 tels que pour
tout p € N,p > 1, le spectre de A, vérifie

Spec(A,) C [—CL, CL] U 2puo — Cr, +o0]. (1.37)

Remarque 1.9. Dans le cas ot (X,w) est compacte, la propriété de trou spectral pour
le laplacien de Bochner renormalisé A, a d’abord été prouvée par Guillemin—Uribe [25,
Théoréme 2] lorsque le fibré E est trivial et repose sur une estimée due a Melin [26,
Théoréme 22.5.3, p.364]. La preuwve de Ma—Marinescu [33, Corollaire 1.2] utilise une
méthode plus directe, précise la valeur de g et étend le résultat au cas ou le fibré E
est non trivial. De plus, en suivant [28, Théoréme 1.1], leur prewve s’adapte au cas ot

(X, L, E) est a géomélrie bornée.
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Nous détaillons a présent la preuve du Théoreme 1.8 telle qu’exposée dans [33]. L’ap-
plication Jy introduite en (1.28) commute avec J et stabilise donc T X et T X Soit
{w;}7_, une base orthonormée locale de T X qui diagonalise Jo|r1.0 x, de sorte que
dans cette base

Tlroox(w) = ¥ Ding(au(o). .. a,(2). (139

ou d’apres (1.35) et (1.36), on a
po = ;g)f{ mjln(aj(x)) > 0. (1.39)

Soit {e; }1<i<on le repére orthonormé local de (T'X, g™*) obtenu & partir de {w;}}_, comme
dans (1.15). Une conséquence de (1.35) est 'égalité (voir [34, (1.5.17), (1.5.18), (1.5.19)])

‘RE = ;Z R (i, e5)c(ei)c(ej) = —2pwa — pr,
" . (1.40)
avec wg = — Y ap(2)0" A i, et T(x) = -7 Tr [Jo(2)J(2)] = Z_: ar(x).

Soit D, 'opérateur de Dirac-spin® sur le fibré F' = LP® E. D’apres (1.25) pour F = LPQE
et Pégalité RV"®F = pRL ® 14 1 ® RF, Vopérateur D, vérifie la formule de Lichnerowicz
Dz — ACI,I]’@E + 7:;( —|—pCRL + CRE 4 ;cRdet
X . (1.41)
_ ACLLPGE % — 9pwy — pr + R + icRdet.

En particulier, en écrivant AHL®E = (YCLLP@E)»gOLLPOE of d’apres le caracteére autoad-
joint de D,, on obtient, pour s € Qg"(X, I’ ® FE),

X

p 1
1Dyl = [P 98S|" — p(rs,s) — 2p (s, ) + <(4 LORF 4 ;Rdet) N > - (142)

On introduit Qy~ (X, LP @ E) := Dp>1 QP(X, L? ® E). En suivant la Remarque 1.4, on

note respectivement D; et D les restrictions de D, aux formes de degré pair et impair :

D+ = Dp|Q0,pair, D_ = Dp|Q0,impair. (143)

p p

Le lemme suivant, qui repose sur l'inégalité (1.42), joue un roéle clé dans la preuve du

Théoreme 1.8.
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Lemme 1.10 ([33, Théoreme 1.1, Corollaire 2.4, Théoreme 2.5]). Il existe C' > 0 tel que
pour tout p € N, s € €5°(X, [P @ E),

D> = (Aps, 5)| < C|ls]. (1.44)
De plus, pour tout s € Qg’>O(X, LP® FE), on a
IDps|> > (2ppo — O)||s||?, et pour p assez grand, Ker Dp|gosmpair = {0}, (1.45)

De plus, lopérateur D, admet un trou spectral : il existe C' > 0,py € N tel que pour tout

p > Po,
Spec(D2) € {0} U [2ppo — C, +o0l. (1.46)

Démonstration. Nous suivons [33, p.656-658]. On obtient d’apres (1.19) 'égalité locale
suivante, pour s € 65°(X, LP ® E),

[vereress| = o2 42 (arm w0 w A wlAHQ . (1.47)

On rappelle que A a un sens global. On peut donc utiliser I'hypothéese de géométrie bornée

et majorer globalement ce terme : il existe C' > 0 tel que pour tout s € 65°(X, LP ® E),
ewessf - [oesaf < cit: 1

De plus, pour s € €5°(X, [P @ E), wys = 0, et on a
[VEOES||? — p(rs,s) = (A,s, s). (1.49)

Alors d’apres (1.42), on trouve

X

P p r
1D, — (Ays, ] = ‘HVCLL OB |2 — | VESEs|2 1 <(

1
1 +°RE 4+ 20Rdet> s, s>

2 TX cpk ]'c det
< C||s||* + T+R +§R 8,8 ).

(1.50)
En appliquant I’hypotheése de géométrie bornée au second terme a droite de 'inégalité,

quitte a changer la valeur de C' > 0, on obtient (1.44).
Prouvons (1.45). On raisonne également a partir de la formule de Lichnerowicz. L’in-
équation (1.44) donne en particulier, pour s € 65°(X, P ® E),

(Aps, s) > =Cs]|* (1.51)
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Soit s € QY7°(X, LP ® E). L’inégalité ci-dessus appliquée au fibré E' = E @ A%*T*0:1 X
et 'hypothese (1.39) donnent

(Aps,s) > —Clls|l?, et — {wgs,s) > uolls|*. (1.52)

On obtient la majoration (1.45) en appliquant ces inégalités a (1.42).

Prouvons (1.46). Soit 1 > 0. Soit H,, = ”H:[ @®H,, I'espace spectral pour Dﬁ correspon-
dant & Uintervalle ]0, u[, avec H\ := H,, N QP (X, LPQ E), 1, := H, NQ*™ (X [P ®
E). On rappelle que D2 préserve la Zy-graduation de Q**(X,L? ® E), et D, échange
les formes de degré pair et impair. Par ailleurs, D, commute avec Di. Ainsi la restric-
tion D;r : 7‘-[;r — H, de D, a 7—[; commute avec Dg, et est donc injective. Supposons
0 < p < 2pug — C. D’apres (1.45), pour p assez grand, on a H = 0 et, par injectivité de
Dy, ona M} =0,donc H, =0, dou (1.46). O

Pour s € €°(X, A(T**VX) ® L? ® E), on désignera par sl% € €°(X,[? ® E) sa
composante de degré 0, de sorte que sP% = s — sl% € Q0>0(X [P ® E). L’application

définie par
P g (X,MT*OVX)®@ P @ E) = 6°(X, P @ E), s+ s, (1.53)

induit sur L*(X, A(T**VX) ® L? ® E) une projection orthogonale pour la métrique (-, -)
définie sur €5°(X, A(T*"V X )® LP® F) a I'aide de (1.2). Le lemme suivant donne des esti-
mées sur 'opérateur A, sur des sous-espaces de 65°(X, LP® £) définis a partir de Ker D).

La preuve du Lemme 1.11 repose sur la formule de Lichnerowicz mais en travaillant, cette
fois, sur €5°(X, A(T*OVX) ® [P @ E).

Lemme 1.11. [l existe Cp,,C > 0, pg € N tel que pour p > pgy, on a, pour tout s €
CX(X,ANT*OVX)@ LP @ E),

: 0 ~1/2 || plo
si sEKerD;, HS—PIE}S L <CcpV HPIE]S . (1.54)
L
sise (KerDJ) . (A3, 8) > (2ppo — Op)|1s]l7e, (1.55)
si s € PO(Ker D), [{Aps,s)| < Crls]|3-. (1.56)

Démonstration. Prouvons (1.54). On considére s € 65°(X, A(T*""VX) @ LP @ E) telle
que s € Ker D" D’apres (1.42), on a

v X 1
— 2p (wgs, s) = — HVCI’L ®E8H2 +p(Ts,s) — <<r4 +°RF + QCRdet> s, 8> . (L1.57)
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En appliquant (1.48), il existe C' > 0 tel que

X

P 1
— 2p{wgs, ) < Ols||> — [[VF®Es||? + p(rs,s) — <<T4 +°RE ¢ 2CRdEt> s,s> . (1.58)

D’apres (1.49) et la premiere inégalité de (1.52), en minorant le dernier terme a droite de

I'inégalité ci-dessus, il existe C' > 0 tel que
— 2p {wys, s) < COls|*. (1.59)

En écrivant s = sl% 4+ s>% dans I'inégalité ci-dessus et d’apreés la seconde inégalité de
(1.52), pour p > 1 on obtient (1.54).

Prouvons (1.56). D’apres (1.54) et (1.42), on a
HVCI’LP®E3H2 —p<7's[0], S[O}> <C HS[O]HQ. (1.60)
D’apres la formule (1.19), on vérifie localement
VOB — g LPeB 0] | ; (Agwy, wy) v, v, 82 + o, (1.61)

avec a € Uy~ U(X, L’ ® E) et s € €°(X, A2(T*OVX) ® L? @ F) la composante de degré
2 de s. On rappelle que Ay a un sens global. On notera Asl? pour le terme du milieu &

droite de 1'égalité ci-dessus. En appliquant & (1.60),
[v7 e85 4 a2 — p (7519, 50 < ¢ 50", (1.62)
Dapres (1.54) et I'égalité ci-dessus,
e < cplso]* s

En développant ||[VF®Fsl0 1 ALsl?l||2 par degré, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(1.54) et I'inégalité ci-dessus,

[+ g oo 2 [ o 0]

> HVLP@ES[O]H2 _C HS[O]H2 . (1.64)
En combinant (1.62) et (1.64), on trouve
HVLP@ES[O}HZ —p <7'S[O}, S[O]> <C HS[O]HZ‘ (1.65)
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En appliquant la premiere inégalité de (1.52) a I'inégalité ci-dessus, on obtient (1.56). [
Preuve du Théoréme 1.8 On commence par introduire la notion de mesure spectrale :

Définition 1.12 (voir [34, Appendice C.2, p.379]). Soit (H, || -||) un espace de Hilbert. Soit
Bor(R) la tribu des boréliens de R. On note £ (H) l'ensemble des opérateurs bornés sur

H. Une application E : Bor(R) — Z(H) est appelée mesure spectrale si
(i) E(Q) e Z(H) est une projection orthogonale pour tout Q2 € Bor(R).
(i) E(0) =0, E(R) = Id.
(iii) E(21 N Q) = E(Q)E ().
(iv) Si 1 CN et Q=U;eQ; tel que j # 1= Q;NQ; =0, alors pour tout u € H,

EQu— Y  E()u

JEIN[0,k]

— 0. (1.66)

k—+o0

On admettra le théoreme spectral :

Théoréme 1.13 (voir [34, Théoreme C.2.1]). Tout opérateur (A, Dom(A)) auto-adjoint sur

H admet une unique mesure spectrale E telle que
Dom(A4) = {u eH : [ #d(Bbuu) < oo}, (1.67)
R
et pour u € Dom(A),

Au = Tim ( /R 1 (1)t dE(t)) = ( /R ¢ dE(t)) . (1.68)

k—oo

Une fois munis de la notion de mesure spectrale et des estimées du Lemme 1.11, nous

pouvons conclure la preuve du Théoreme 1.8.

Démonstration. Commengons par noter que les résultats du Lemme 1.11 sont valables,
par densité, pour des sections de L?(X, A(T*OVX)® LP® E). D’apres (1.54), pour p > 1,
I’application P;EO] : Ker Df — PZEO](Ker D) est bijective, de plus, PIEO} (Ker Df ) est fermé
dans L*(X, [P ® E), et on a

L
LX(X, I? @ E) = P (Ker D} ) & ((Ker Df) NIAX, [P ® E)) . (1.69)

Les arguments utilisés ici viennent de la preuve de [34, Appendice C, Lemme C.3.1]. Nous

rappelons que 'opérateur A, est essentiellement autoadjoint. Soit
E, :Bor(R) - Z(L*(X, [’ ® E)), (1.70)
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la mesure spectrale de la fermeture de A, sur L*(X, P ® F). Pour u € L*(X,[? ® E),

(Epu,u) est une mesure sur R et on vérifie, d’apres (1.68),
Q,(u, 1) = (A, u) :/td<Ep(t)u,u>. (1.71)
i

Soit I un intervalle de R, alors E,(I) € Z(L*(X,L? ® E)) désigne le projecteur sur
I'espace spectral pour A, associé a l'intervalle 1. Soit u € Im(E,(/)). D’apres le point
(i) de la Définition 1.12, E,(I)u = u. D’apres le point (iii) de la Définition 1.12, pour
Q € Bor(R), E,(Q)u = E,(Q)E,({)u = E,(Q2 N I)u. Ainsi, en appliquant a (1.71),

Vuelm(E(), Qfuu)= /I td(E,(t)u,u). (1.72)
En écrivant Ker(E,(/)) = Im(E,(R\ I)), on a de méme,

Vue Ker(Ey(I), Qu,u) = /R LB u). (1.73)
Soit p > 1 et C, > 0 tel que dans le Lemme 1.11. On considére les projecteurs spectraux
E,c, : PO (KerDf) — Im(E,(] —00,C1))) et Exy @ (Ker DF):Y — Im(E,([2puo —
C,+0o0l)). Nous allons montrer que E, ¢, et E; . sont injectifs.

Commengons par montrer l'injectivité de E, ¢, . Soit u € PZEO}(Ker D), u# 0, tel que
u € KerE, o, =Im(E,(|CL,+00[)). Alors d’apres (1.73), comme u # 0,

+o0
Q,(u,u) = /C t d(B,(t)u,u) > Cllull. (1.74)

Cela contredit (1.56). On raisonne de méme pour montrer I'injectivité de E. . Soit
u € (Ker D)+, u # 0, tel que u € Ker E,-

o, = Im(] — 00, 2pug — C[). Alors, comme
u# 0,

2ppo—CL
Q) = [ d (B u) < (2o = Cu) (1.75)

ce qui contredit (1.55). Donc u = 0 et E; est injectif.

Nous pouvons conclure. Soit p > 1. Soit v € L*(X,LP ® E). D’apres (1.69), il
existe ug € Pgm (Ker D;), uy € (Ker D;)L, tels que u = wug + u;. Supposons u €
Im(E,(]CL, 2ppo —CL[)). Alors 0 = E, ¢, (u) = E, ¢, (up) = 0, donc par injectivité ug = 0.
De méme 0 = E . (u) = E; ¢,
marquant de plus que, d’apres (1.51), 'opérateur essentiellement autoadjoint A, + C, est

(u1), donc par injectivité uy; = 0. Ainsi u = 0. En re-

positif, ce qui acheéve la preuve du Théoreme 1.8. O

1.1.3 Le noyau de Bergman généralisé et son aymptotique. Dans cette section, on dé-

finit le noyau de Bergman généralisé et on énonce les résultats initialement obtenus par
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Dai-Liu-Ma [20] dans le cas du noyau de Bergman pour 'opérateur de Dirac-spin® sur une
variété symplectique compacte, puis par Ma—Marinescu [35], [38], Lu-Ma—Marinescu [32]
et Kordyukov—Ma—Marinescu [28] sur 'asymptotique du noyau de Bergman généralisé sur
une variété symplectique complete a géométrie bornée. Deux comportements importants
sont mis en évidence : d'une part, le noyau de Bergman généralisé décroit exponentielle-
ment en dehors de la diagonale, et d’autre part il admet un développement asymptotique
complet en les puissances de p au voisinage de la diagonale, dont les coefficients s’ex-
priment en fonction des termes de courbure de la variété X et des fibrés L et E. La
preuve de ces résultats dans les travaux cités précédemment repose sur trois points clés :
le trou spectral pour le laplacien de Bochner renormalisé, la vitesse de propagation finie
pour le noyau de la chaleur de 'oscillateur harmonique et les techniques de localisation

analytique introduites par Bismut—Lebeau [11].

Définition du noyau de Bergman généralisé. Soit (X,w) une variété symplectique de
dimension 2n. Soient (L,h%, V¥) un fibré en droites hermitien préquantique sur X et
(E,h¥ V) un fibré vectoriel hermitien sur X. On munit (X,w) d'une métrique rie-
mannienne compléte g7*. Soit J : TX — TX une structure presque complexe sur X
compatible avec w et g?*. Soit Jy : TX — TX I'endomorphisme défini par (1.28). Alors
J = Jo(—=J2)~1/2. On suppose que (X, L, E) est a géométrie bornée. On suppose égale-
ment (1.36). D’apres le Théoreme 1.8 (28, Théoreme 1.1], [33, Corollaire 1.2]) en section
précédente, le laplacien de Bochner renormalisé admet un trou spectral : il existe Cp, > 0

tels que, pour tout p € N, le spectre de A, vérifie
Spec(A,) C [—Cr, CL] U [2puo — Cr, 4o00l. (1.76)
Pour p suffisamment grand, comme dans [28], [34, Chapter 8], [35], on note
Hy([=Cr, CL]) = Im(Ep([=CL, CL))), (1.77)

le sous-espace fermé de L*(X, [P ® E) donné par I'espace spectral correspondant a 1'in-

tervalle [-C',, Cp], ot on rappelle que E, est le projecteur spectral introduit en (1.70).

Définition 1.14. Pour p > 1, on définit
P,:=E,([-C,CL]) : L*(X, [? @ E) — H,([-Cy, CL)). (1.78)

le projecteur spectral sur l’espace spectral associé a [—Cr,CL]. On appelle P, le projecteur
de Bergman généralisé associé da A, au sens de [35]. D’aprés le théoréme du noyau de
Schwartz, P, admet un noyau P,(-,-) par rapport d la forme volume riemannienne dvx
de (X,g™™). D’aprés [34, Remarque 1.4.3, Probléeme 1.5], le caractére elliptique de A,
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implique que P,(-,-) € €°(X x X,(IL? ® E) K (L? ® E)"). En suivant la terminologie

de [35], on Uappelle le noyau de Bergman généralisé.

On note d(x,z’) la distance géodésique entre deux points z,z’ € X. Il a été montré
par Ma—Marinescu [38, Théoreme 1] et Kordyukov—-Ma—Marinescu [28, Théoreme 1.2] que

le noyau de Bergman décroit exponentiellement en p en dehors de la diagonale :

Théoréme 1.15 (|28, Théoreme 1.2], [38, Théoreme 1]). I existe ¢ > 0 tel que, pour tout
[ >0, il existe C; > 0 tel que, pour tout p € N et tous x, 2’ € X,

[Py, )41 x xx) < Clpn+%€_c‘/ﬁd($’m/)- (1.79)

Dans I'inégalité ci-dessus, la norme 6" (X x X ) désigne la semi-norme ponctuelle (point-
wise) €' de la section P, au point (z,2') € X x X, qui est la somme des normes induites
par b, h¥ et g™ des dérivées jusqu’a 'ordre [ de P, pour les connexions VZ'®F et VX

évaluées en (x,z’).

Développement asymptotique pres de la diagonale. Le noyau de Bergman généra-
lis¢ P, admet un développement asymptotique complet en puissances de p, établi par
Ma—Marinescu [34, Chapter 8|. En particulier, d’apres [34, Probleéme 6.1], comme dans [38,
Théoreéme 6], il existe des coefficients lisses b, € €°(X,End(E)) et une constante ¢y > 0
tels que, pour tous k,l € N, il existe C; > 0 tel que, pour tout = € X et tout p € N*,

k
Py(z,z) = be(x)p™ " < Cpp™ (1.80)
r=0 (x)

L’objet de cette section est d’énoncer une version précisée de ce développement asympto-
tique telle que figurant dans [28, Théoréme 4.3] (voir Théoreme 1.20), appelée développe-
ment au voisinage de la diagonale pour le noyau de Bergman généralisé. Nous exposerons
de manieére succinte les arguments principaux utilisés dans la preuve de ce développement.
Le principe est, par une localisation adéquate du noyau P,(x,2’) dans une boule géodé-
sique autour d’un point xy € X, en trivialisant localement les fibrés LP et E autour de z
par transport paralléle pour les connexions VX et V¥, d’identifier localement P,(x,2’) €
C(Xx X, (LPQE)X(LP ® E)") aun élément P, (2, Z') € € (T X x Ty, X, E4 @ E? ),
qui ne dépend plus du fibré en droite LP, mais seulement du parametre p. De cette ma-
niére, on se rameéne a 1'étude d'un opérateur agissant sur des fonctions lisses de R?", a

valeurs dans End(F),,.

Remarque 1.16. Le développement au voisinage de la diagonale de P, a d’abord été obtenu
par Lu-Ma—Marinescu [32] et Ma—Marinescu dans [35, Théoréme 1.19] dans le cas ou

(X, 9™Y) est une variété compacte, pour Z,Z' € BTX(0,£/,/p), et avec un reste en
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O(p=). Le développement que nous allons énoncer est un résultat de Kordyukov—Ma—
Marinescu [28, Théoréme 4.3] et est valable dans le cas ou (X,L,E) est a géométrie

bornée, pour Z,7' € BT=0X(0,¢), et avec un reste en O(e=VP).

Remarque 1.17. Dans le cas ot (X, J,w, g*~) est une variété kihlerienne compacte, E =
C et (L,hY) est un fibré holomorphe hermitien préquantique, en reprenant la Remarque
1.7, H,([-C1,CL)) corresond a KerO, = H°(X, LF) l'espace des sections holomorphes
de LP. Dans ce cas, le noyau P,(-,-) est appelé le noyau de Bergman, et l'asymptotique
sur la diagonale (2.8) est un résultat qui découle notamment des travaux de Tian [47],
Bouche [13], Catlin [17] et Zelditch [48], Dai-Liu-Ma [20], Ma—Marinescu [35].

Localisation A l’aide d’un argument fondé sur la vitesse de propagation finie pour I’équa-
tion des ondes [34, Appendice D.2], on montre que I'asymptotique du noyau P,(x,z’) ne
dépend que de la restriction de A, sur un voisinage (z,z') € B*(z¢,)? pour zy € X.
Nous n’exposons pas cet argument et référons le lecteur a [34, §1.6.2] et [35, §1.1] pour
plus de détails.

Pour 2y € X et 0 < £ < inj¥, on désignera par expffo : BT20%(0,e) — X Dapplication
exponentielle de la variété (X, g7%) au point xy. On rappelle la définition du transport

paralléle pour une connexion V¥ sur un fibré euclidien ou hermitien (£, ht", V).

Définition 1.18 (]9, p.26]). Soit I C R un intervalle fermé contenant O et v : I — M une
courbe lisse dans M. L’application 7,(t) : Fyo) — Fy@ de transport paralléle le long de
v est définie comme ['unique solution de l’équation différentielle ordinaire avec condition
initiale
V};(t)@(t) =0
7,(0) =1d.

(1.81)

Les transports paralléles le long des courbes y(t) = expX (tZ),t € [0,1], pour Z €
BT=0X(0,¢), pour e > 0 assez petit, donnent une trivialisation du fibré F sur BT=0X(0,¢)

en identifiant Fexpng(Z) aFy,.

Soit 7y € X, {e;}?" le repere orthonormé de Ty, X pour ¢g?* défini en (1.15).Soit
0 < e < inj*. Pour z € B*(xg,¢),x = exp,,(Z),Z € B™0¥(0,¢), on note {e;(Z)} le
repére de T, X obtenu par transport paralléle de e; selon [0,1] > ¢ — tZ pour V. De
maniere similaire, quitte a prendre ¢ plus petit, en se donnant un repere orthonormé de
E,, pour la métrique h¥ on identifie E; A FE,, par transport parallele pour VZ selon
[0,1] > ¢t — tZ. On procede de méme avec L. On peut ainsi voir le noyau de Bergman

By(z,2') pour z,2" € BX(zy,&) comme un élément
Pous(Z2,7") € €°(Tyy X x Ty X, End(E),,), Z,7' € B™0*(0,¢). (1.82)
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On identifie T, X ~ R> & laide du repére {e;}?";. A l'aide de lidentification par
transport parallele faite plus haut, les données géométriques ¢**, VX RTX ht VE R,
hP VE REF et J sur BX(xg,¢) sont identifiées a des données géométriques sur BT=0% (0, ),
dépendant de 7 € T,,X,|Z| < e, et étendues ensuite & T, X a laide d'une fonction
« bosse » (bump function) & support compact (voir [35, §1.2]). En suivant [28, §4], [35,
§1.2], on considere alors le laplacien de Bochner renormalisé A, ,, = ALz ®@Ez DTy, POUT
ces données, agissant sur 65°(1,, X, LY ® E,,). D’apres (35, (1.23)], [28, (4.4)], par des
arguments similaires a ceux de la preuve du Théoreme 1.8, 'opérateur A, ,, admet, de

méme que A,, un trou spectral :
8
Spec(A,4,) C [-CpL,Cr] U PHo — Cr,+oo| . (1.83)

Quitte a choisir un vecteur unitaire de L% , on se ramene au cas ou A, agit sur
€5°(R?", Ey, ). Soit P2 le projecteur spectral sur H,([—Cy,, C,]). De méme que dans

p,To
le cas du noyau de Bergman généralis¢ P,, le projecteur Pgm admet un noyau lisse
P° (Z,7') € €°(Ty,X X Ty, X,End(E),,). A T'aide de la propriété de trou spectral,

psTo
pour p > 1, on peut considérer o un cercle dans C orienté dans le sens trigonométrique,

entourant U'intervalle [—Cp, Cp], et n’intersectant pas [2pug — Cr, +oo[. On vérifie alors
la formule [28, (3.1)],

1 1 o
sz/xnfl A=A ) dr > 1. 1.84
P o Js < P p) M= (1.84)

D’apres (1.83), quitte a ajuster le contour ¢, on a la méme formule pour Pﬁxo et Ap -
A Taide d’estimées sur les résolvantes (/\ - %Ap>_1, ()\ - %AP@O)_I obtenues dans [28,
Théoremes 3.4, 4.2], Kordyukov—-Ma—Marinescu prouvent que, & des termes exponentiel-
lement décroissants en p pres, Pasymptotique de P, ., (Z,Z’) au voisinage de (0,0) est
identique a celle de szO(Z , Z") [35, Proposition 1.3]. Apres une transformation de remise

a l'échelle (rescaling) Z — Z/t, t = %, l'opérateur A, ., devient un opérateur .%;, qui

admet (voir [35, Théoreme 1.4]) un développement de la forme

L= L+ > 10, + 0™, (1.85)
r=1
avec . )
% = _Z <V€j + §R£0(27 ej)) — Txg) (186)

j
et les opérateurs O, sont des opérateurs différentiels d’ordre 2, qui ont pour coefficients
des polynoémes en Z, Z' dont les coefficients ne dépendent que des données géométriques

locales en xyg.
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Cas modeéle, espace de Bargmann D’apres [35, (1.87)], dans les coordonnées z;, z; don-

nées par les reperes {w; },, {w;}?, introduites en (1.15), on a,

" o 1 8
= bzb+ bz = =2 —Q;Z; b+ =
g() 2:1 v 821 + gz ‘ 621

1
5 + 5 Wi (1.87)

ol la famille {a;}?; est telle qu'en (1.38), et respectivement les opérateurs b, b; sont
appelés les opérateurs création et annihilation. Méme si nous travaillons dans le cadre
complexe, on note la ressemblance entre la définition de 'opérateur %, : L*(C") — L?(C")

et celle de 'oscillateur harmonique sur R”.

Théoréme 1.19 ([35, Théoréme 1.15]). Le spectre de £ : L*(R*") — L*(R*") est donné

par

Spec (.,%|L2(Rzn)) = {220@@1, (c1,...,ap) € N”} , (1.88)

et une base orthogonale du sous-espace propre associé a 237" | a,a; est donnée par

1 n
bit. .. b (2/8 exp (—4 Zai|zi|2>> , avec [JeN" (1.89)
i=1
On définit
Tzo = —2mV —1Jy(20). (1.90)

alors Ty, : T\MOX — T{HOX est positif et Ty, : Ty X @C — T,y X ®C est antiautoadoint.
A T’aide de la base de vecteurs propres obtenue dans le théoreme ci-dessus, on obtient que
la projection orthogonale P,, : L*(R?") — Ker.% est un opérateur a noyau Schwartz

lisse P,,(Z, Z") dont 'expression est

det(c ._7350
(2m)"

Développement asymptotique de P, pres de la diagonale On énonce a présent le théo-

Pool(Z,2) = exp (< (T2 = 2),(2 = 2)) + 3T Z)) . (L9)

reme de développement asymptotique sur un voisinage de la diagonale du noyau de Berg-
man tel que formulé dans [28, Théoreme 4.3].

Théoréme 1.20 ([28, Théoreme 4.3]). II existe ¢ €]0,inj* | tel que pour tous j,1,I' € N, il
existe C,co, M > 0 tel que pour tous p > 1,20 € X et Z,7' € T,, X, |Z],|Z'| <€ on a

Blal+a’l ;
I 7nP:1: Z,ZI - Z 7! 1/2 71/2 VA —r/2
o aZaaZ,a( a2 2) = 3 Foa VO L BZ s 22
< Cp (L4 12|+ VRIZ)Y exp(—RGRIZ — Z1) + O(eVP),
(1.92)
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ou | . |<5;/(X) désigne la norme €' pour le paramétre xo € X, et
‘FT@O(Z’ Z,) = JT,CEO(ZJ Z,),Pmo(Z7 Z/)v JO@O(Z7 Z/) = IdExo : (193)

Les termes J, »,(Z,Z') sont des polynémes en Z,Z' a valeurs dans End(E),,, de méme
parité que r, et vérifient deg J, ., (Z,Z") < 3r. Leurs coefficients sont des polynomes en
RTX RE RL et en leurs dérivées d’ordre < r — 2 en xg, et en des combinaisons linéaires

des valeurs propres de J,, et de leurs inverses.

1.1.4 Opérateurs de Toeplitz. L’objet de cette section est d’exposer succintement la
théorie générale pour les opérateurs de Toeplitz telle qu’élaborée par Ma—Marinescu ([34,
Chapitres 7, 8|, [36], [37]) en travaillant avec le noyau de Bergman généralisé. Cette
situation est plus spécifiquement traitée dans [36, Section 5].

Comme précédemment, nous supposons que (X, g?*) est complete, et (X, L, E) est

.....

a géométrie bornée : on rappelle que cela veut dire que le rayon d’injectivité inj* de

TX

(X, g7¥) est strictement positif et que les dérivées a tout ordre de RV, RF J, g"* sont

uniformément bornées sur X. On conserve également I’hypothese (1.36).

Définition. Soit f € 65°(X, End(FE)). On définit l'opérateur de Toeplitz de symbole f

comme la famille d’opérateurs agissant sur L?(X, LP ® E) définie par
Tip: (X, [’QFE) — L*(X,[’®E),  Tj,:=P,M;P, (1.94)
ou My correspond a la multiplication par la fonction f.

Remarques 1.21. Notons les points suivants :

(i) En suivant [36, Section 5], on peut étendre l’espace des symboles a €2 (X, End(E))
les sections lisses de End(FE) constantes en dehors d’un compact. Par exemple, pour
c € R tel que f —cld € €5°(X,End(E)), on définit Ty, == T(f—cra)p + cPp. Dans le
cas de la fonction constante égale a 1, T1 ,, correspond alors au projecteur de Bergman

P

i~

(ii) Pour parler de quantification de Berezin-Toeplitz de f, il est d’usage de restreindre
les opérateurs au sous-espace spectral H,([—Cr,CL]) défini en (1.77), plus précisé-
ment, T, : Hp([—CL,CL]) = Hp([—CL,CL]). En particulier, en suivant le point (i)
précédent, Ty, = Idy, (—c,,cu))- Dans cette section, afin de suivre [34], [36], [37], les
opérateurs Ty, seront définis sur L*(X,LF ® E).

(iii) Si f € L>(X), on définit également l'opérateur de Toeplitz de symbole f par (1.94).

Nous nous pencherons sur ce cas dans le Chapitre 2. Plus précisément, le Chapitre
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2 traite du cas ou f est la fonction indicatrice d’un domaine compact a bord lisse de

la variété X.

Dans le cas ou f € 65°(X, End(E)), en suivant [36, (4.7), p.580], le noyau de Schwartz

de l'opérateur Ty, est donné par la formule
Tpp(w,2') = [ By a") () Py(a” o' ydox (@), (1.95)
X

Asymptotique du noyau. A l'aide de Pasymptotique du noyau de Bergman énoncée en
Théoreme 1.20, de sa décroissance exponentielle en dehors de la diagonale énoncée en
Théoreme 1.15, et du développement de Taylor du symbole f au voisinage de xy, on

obtient, d’apres [36, Lemme 4.6 et Section 5|, le développement suivant.

Théoréme 1.22 ([36, Lemme 4.6]). Soit f € €5°(X,End(E)). Il existe {Qru,(f) }renaoex

une famille telle que
(1) Qrao(f) € End(E),,[Z, Z'] sont des polynomes de méme parité que r

(17) {Qrzo(f)}renzoex est lisse par rapport a xy € X,

(iii) I existe 0 < € < inj* et Cy > 0 tel que pour tout | € N, il existe Cy; > 0, M > 0
tel que pour tout xo € X, Z, 2" € T,, X, |Z|,|Z'| <eetpeEN, on a

k

D Trpao(Z,Z") = D (Qrao (N Pro) (D2, /D2 )0 /?

r=0 LX)
<Cup T (14 V2] + Vol Z )M exp (=Co/Dl Z — Z'|) + O(p~)  (1.96)

avec en particulier Qo ., (f) = f(zo)lcsE-

Remarque 1.23. Pour le point (iii), en suivant [36, Notation 4.4], on utilise aussi la

notation

[e.9]

D o (2, 2') 23 (Qrg () Puy) (VDZ /P Z )02 + O(p™), (1.97)
r=0
Asymptotique de la composée. Pour f,g € €°°(X), on notera {f, g} le crochet de Pois-
son de f et g, défini par {f, g} := &;(dg), ou & désigne le champ de vecteur Hamiltonien
engendré par f, c’est-a-dire tel que 2mie,w = df.
En conclusion de ce chapitre, nous énoncons les résultats de Ma—Marinescu sur le

comportement asymptotique de la composée d’opérateurs de Toeplitz :
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Théoréme 1.24 ([36, Théoremes 1.1, 5.3]). On vérifie les points suivants :
(1) Soient f,g € €5°(X,End(F)). La composée Ty, 0T,, est un opérateur de Toeplitz,

qui admet un développement asymptotique de la forme

TrpTon = 3P ' Te,(r90 + O07), (1.98)
r=0
avec C,. des opérateurs bidifférentiels, C,.(f,g) € €>°(X,End(E)) tels qu’on vérifie
supp(C;(f, 9)) C supp(f) Nsupp(g), et Co(f, g) = fg. De plus, si f,g € €5°(X), on
vérifie

(it) Pour tout f € €5°(X, End(E)), on a

lim || Ty, = sup 17|z (1.100)

URES weE\{0} |ulpE
rxeX

En particulier, si f € 65°(X,R), ;Lrglo||Tf,p|| = || floo-
(7ii) D’aprés le point (i) des Remarques 1.21, si f,g € €20 (X, R), une conséquence du
développement (1.98) et de (1.99) est le principe de correspondance :

V-1 .
[T, Tyl = — Lot O(p~?). (1.101)

Remarque 1.25. En se ramenant au cas modele sur C*, Ma—Marinescu développent un
calcul des noyaux (voir [34, Chapitre 7, §7.1]) et donnent un algorithme qui permet de
retrouver [’expression locale précise des quantités C,(f,g). Dans le cas ou les symboles
sont des fonctions indicatrices, comme dans le Chapitre 2 de cette thése, nous n’avons pas

pu établir un calcul fonctionnel dans le cas modéle (voir la Remarque 2.10).

1.2 Noyau de Bergman sur une surface de Riemann épointée

En dehors de la quantification de Berezin—Toeplitz, le développement asymptotique du
noyau de Bergman trouve une application importante dans le probléeme de I'existence de
métriques kahlériennes a courbure scalaire constante, en lien avec la conjecture de Yau—
Tian—Donaldson. L’existence de telles métriques peut étre étudiée a travers des notions
dites de stabilité, notamment la stabilité de Chow et la K-stabilité [45, Chapitre 6.

Plus spécifiquement, soit X une variété kihlérienne compacte, et (L, h%*) un fibré en
droites holomorphe positif sur X. Le noyau de Bergman est alors donné par la Remarque

1.17. Dans ce cadre, Tian [47] donne une application importante de 1'asymptotique du
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noyau de Bergman a la convergence quand p — +oo des métriques de Fubini-Study w, dé-
finies a partir des applications de plongement de Kodaira de X dans I’espace projectif des
sections de L? [34, Théoreme 5.1.4]. Dans [21], Donaldson prouve, en utilisant I’asympto-
tique du noyau de Bergman, que si (X, L) est stable au sens de Chow (ou « équilibrée »),
et si les métriques kahlériennes w, convergent vers une métrique ws, alors wy, est une
métrique kdhlérienne a courbure scalaire constante.

Dans sa these, Székelyhidi [46, §3.1.2] s’intéresse a une notion de K-stabilité pour
'existence d’une métrique dite extrémale [45, Chapitre 4] sur X \ D, ou D est un diviseur
d’une variété kahlérienne compacte X. Cette situation peut-étre illustrée par le cas plus
simple d'une surface de Riemann dite épointée. Une question naturelle est de considérer
I’étude du noyau de Bergman dans ce contexte.

Dans [5], [6], [7], Auvray-Ma—Marinescu établissent des résultats sur 'asymptotique
du noyau de Bergman au voisinage des points de ponction d’une surface de Riemann

épointée, que nous énoncgons succintement dans ce chapitre.

1.2.1 Définitions.

Cadre. On expose le cadre et les hypotheses de [5], [7]. Soit D C C le disque unité. On
munit le disque de Poincaré épointé D* = D\ {0}, de la métrique de Poincaré wp- définie

par la forme kahlérienne

vV—=1dz N dz

Wp+ 1= . (1.102)

|2[2 log?(|2[?)
Soit Y une surface de Riemann compacte. Soit D = {ay,...ax} C ¥ un ensemble fini de
points. On consideére la surface de Riemann épointée ¥ := ¥\ D, que I'on munit d’une

forme kéhlérienne ws;. Soit L un fibré en droites holomorphe sur ¥, et h” une métrique

hermitienne singuliere sur L telle que :

(A) hl est lisse sur ¥, et pour tout j € {1,...,N}, il existe une trivialisation de L

sur un voisingage V; de a; dans 3 dont les coordonnées associées z; sont telles que
1] (25) = [log(lz[*)]-

(B) 1l existe € > 0 tel que la courbure (lisse) RY de (L, hl) vérifie /—1RY > ews sur ¥
et v—1RF = wy sur V; :=V; \ {a;}. En particulier, sur V}, ws, = wp+ et (2, ws) est

une variété complete.

On rappelle la notation LP := L®. Pour p > 1 on note A" la métrique sur LP|x
provenant de h*. On note L?(X, LP) 'espace des sections L? de L? sur 3, dont on rappelle

qu’il est le complété de €5° (%, LP) pour la norme définie par

sz = /Z 15|20 ws. (1.103)
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On considere H(Oz)(XL LP) Tespace des sections holomorphes L? de LP pour les métriques
R et wy, i.e.,

Hiyy (8, L7) = {s € HY(S,17) + ls]lze < +oo}. (1.104)

D’apres [6, (1.3) et Remarque 3.2], et [34, Lemme 6.2.1 et (6.2.17)], & partir d’un argument
fondé sur un lemme di & Skoda [34, Lemme 2.3.22], les sections de Hpy (3, L?) s’étendent

en sections holomorphes de LP sur ¥, et on a 1'égalité
Hey (3, 17) = {s € H*(S,L7) : s[p =0}. (1.105)

Par compacité de ¥, dim H(X, L?) < +o0. On note d,, := dim Hy (3, L?).

Noyau de Bergman. La définition du noyau de Bergman fait écho a celle donnée dans la
Section 1. On note B, : L*(%, LP) — H(OQ) (33, LP) la projection orthogonale sur H&)(E, LP).
Soit B,(-,-) son noyau de Schwartz, appelé noyau de Bergman. Soit {S} 1 une base
orthonormée de Hy) (%, L¥). On vérifie

Va,ye X, Bylr,y)= ZS” ) @ SE(y)*. (1.106)

On notera By(z) := By(z, ), on appelle B,(-) la fonction du noyau de Bergman. Dans
leur travail, Auvray-Ma—Marinescu [6, Théoreme 1.1] montrent que le comportement du
noyau de Bergman autour d’'un point de ponction a € D est proche de celui du noyau de
Bergman sur le disque unité épointé D*. Avant d’énoncer leur résultat, nous commencgons

par décrire ce modele local.

Modele local : le noyau de Bergman sur le disque épointé D*. Soit hy la métrique plate

sur C. En suivant [6, Section 3.1], on définit, pour p € N*,

* * P
HY, (D) = Hyy (D", wp-, C, [log(|2]*)|" o), (1.107)

I’espace des fonctions holomorphes sur D* de carré intégrable pour la métrique hermitienne
llog(|z]?))[” hg sur C — D*. D’apres [6, Lemme 3.1], une base orthonormée de sections de

HY(D*) pour p > 2 est donnée par

lp_l 1/2
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on montre alors que le noyau de Bergman B;D*(-, -) pour le disque unité est donné par

I'expression [6, (3.6)],
2 —+o0

. 1
B;I))) ({E, ) ‘Og<|y‘ 'le 1 l l (1109)

D’ou I'expression de la fonction noyau de Bergman du disque unité épointé

P+oo

o
BY(z) = ‘Og( Z' arp 2y Al (1.110)

1.2.2 Comportement du noyau de Bergman prés des ponctions. Comme dans [6, (1.5)],

on introduit la norme €* pour la métrique A" sur LP définie sur I'espace des sections
lisses € (X%, LP) par

+o | (wrE)E

0k i () = <|g|hm v o hLPm) (). (1.111)

th,wZ

Nous énoncons maintenant les résultats sur le comportement asymptotique du noyau de
Bergman B, obtenus par Auvray-Ma-Marinescu [6], [7]. Si a € D est un point de ponc-
tion, et Df := D(a,r)\ {a} C ¥ le disque épointé centré en a, alors on a l'identification des
= (D*, wp+, C, hp~)
par I'hypothese (A). Auvray-Ma—Marinescu [6, Théoreme 1.1] établissent le résultat sui-

données géométriques (¥, ws, L, h¥)|p p: dans la trivialisation donnée

vant.

Théoréme 1.26 ([6, Théoreme 1.1]). On suppose que (X, ws, L, h) satisfait les conditions
(A) et (B). Soit a € D, soit 0 < r < e le rayon du disque épointé centré en a. Alors
pour k € N, [ > 0, o > 0, il existe une constante Cy o telle que pour p > 1, on a sur

D7 o x D7y

BY (2,y) = By(w,y)

_ —« —«
srguen, < Crap™ Jlog([2))| ™ log(y)| ™ (1.112)

Dans [7], Auvray-Ma-Marinescu prouvent également que le quotient du noyau de
Bergman et de son modele sur le disque unité tend vers 1 dans la limite p — 400, au sens

suivant

Théoréme 1.27 ([7, Théoremes 1.2, 1.3]). On suppose que (X, ws, L, h) vérifie les condi-
tions (A) et (B).

(i) Pour tout 1 > 0, il existe C > 0 tel que pour tout p € N*, on a

<Cp7, (1.113)

sup
zeV1U..UVN

Bp
(2) -1
By
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ce que [’on notera

B
sup B]S’)* (z) — 1‘ =O(p~ ). (1.114)
zeV1U...UVN D

(ii) Pour tout k > 1 et Dy,..., Dy € {@ @}, on a

0z7 0z
B, -
_sup (Dl"'Dk)BIDJ* ()| =O0(p™). (1.115)
ze€V1U...UV x5 p

Remarque 1.28. Dans [7, §4, Théoréme 4.1/, Auvray—-Ma—Marinescu donnent une ap-
plication de ces résultats a l'asymptotique quand p — oo des formes de Fubini—Study
induites par des applications de plongement de Kodaira pour X, au voisinage des points

de ponction. Leurs résultats sont rappelés dans le Chapitre 3 de cette thése (voir (3.6),

(3.7)).

1.3 Présentation des travaux effectués

1.3.1 Opérateurs de Toeplitz avec symbole une fonction indicatrice. Nous présentons
le Chapitre 2 de cette theése. On se place dans le cadre de la Section 1. Soit (X,w)
une variété symplectique. Soit (L, h”, VL) un fibré en droites hermitien préquantique sur
X et (E,h¥ V) un fibré vectoriel hermitien sur X. On munit (X,w) d’une métrique
riemannienne compléte g% et d’une structure presque complexe J compatible avec w
et g7, Soit P, : L*(X,L* ® E) — H,([—CL,CL]) le noyau de Bergman généralisé, tel
qu’introduit dans la Section 1.

On se donne W C X un domaine compact a bord lisse de X. On considere 'opérateur
de Toeplitz Ty, agissant sur H,([—Cp,CL]) ayant pour symbole la fonction indicatrice
de W,

1 si zeW,
Tw, = P,My,, Py, avec 1ly(x)= (1.116)

0 si z¢W.
Notre premier résultat concerne le comportement asymptotique du noyau de Ty, et est
¢énoncé dans le Théoréme 2.1. Nous montrons que, pour z € X \ W loin de OW, Ty ,(z, z)
décroit exponentiellement en la racine de p fois la distance géodésique de x au bord.
Lorsque x € W est loin du bord de W, Ty, (z, z) se comporte asymptotiquement comme
le noyau de Bergman, a des termes exponentiellement décroissants en la racine de p fois la
distance géodésique au bord pres. De plus, lorsque x se trouve dans un voisinage tubulaire
U, de taille n > 0 du bord, on obtient un développement asymptotique complet en les

puissances de p pour Ty, (x,x), dont le premier terme présente un profil en la fonction
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erreur complémentaire erfc définie par

erfc(x) := \/1% /;OO exp(—t?)dt. (1.117)

Notre second résultat est énoncé dans le Théoreme 2.4, et donne un développement
asymptotique de la trace de polyndmes en Tyy,,. Une conséquence particuliere de ce résultat
est 'obtention du comportement asymptotique du spectre pour I'opérateur Ty, énoncée

dans le Corollaire 2.5, et qui prend la forme d’une loi de Weyl,

n—1/2 k(E)C(V)
V271

Spec(Tw,) N a,b]| =p (erfc™(a) — exfc™ (b)) + o(p™ /%),  (1.118)
avec 0 <a <b<1.

Le coeur de notre preuve réside en l'application des résultats sur le comportement
asymptotique du noyau de Bergman généralisé obtenus par Ma—Marinescu [35], Lu-Ma—
Marinescu [32], et Kordyukov—Ma—Marinescu [28], et plus spécifiquement de I’asympto-
tique localisée du noyau de Bergman généralisé. Le travail au voisinage du bord W est
fait a I'aide de coordonnées dites de Fermi, en s’inspirant de la méthode de [22].

Les résultats sur 'asymptotique de la trace et du spectre ont précédemment été obtenus
par Charles—Estienne [18] avec une approche différente fondée sur des méthodes de phase
stationnaire dégénérée, dans le cas ol (X, w) est kidhlérienne compacte et le fibré F trivial,
avec une application a I’étude de ’entropie d’intrication pour un systeme de Fermions

libres, ainsi qu’aux processus ponctuels de noyau de corrélation le noyau de Bergman [18,

§8).

1.3.2 Formes de Fubini-Study sur une surface de Riemann épointée. Nous présentons
le Chapitre 3 de cette these, issu d’un travail en commun avec Xiaonan Ma et Lei Wang
2]. On travaille dans le cadre de la Section 2. Soit ¥ = X\ D une surface de Riemann
épointée, et Ly, la restriction & ¥ d’un fibré en droites holomorphe sur X. En application
des résultats de Auvray-Ma-Marinescu [6], [7] présentés dans la Section 2, on montre
que le quotient des métriques de Fubini-Study induites par les applications de Kodaira
pour LP par la métrique de Poincaré wp+ du disque unité épointé se comporte, en borne
uniforme et au voisinage des ponctions, en O(p?®) quand p — 0o, au sens de (1.115) et tel
qu’énoncé dans le Théoreme 3.2. En corollaire de ce résultat, on s’intéresse au cas ou X
est le quotient du demi-plan de Poincaré H par un groupe Fuchsien géométriquement fini
de premiere espece sans éléments elliptiques. On montre que le quotient de la métrique
de Bergman par la métrique Kéhler—Einstein induite sur ¥ par la métrique de Poincaré

sur H se comporte en O(p?®) en borne uniforme sur 3.
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2 Asymptotics for Toeplitz operators with sym-
bol an indicator function on a symplectic

manifold

2.1 Introduction

In Hamiltonian mechanics, the phase space is a symplectic manifold (X,w). In the
procedure known as quantization, one endows (X,w) with a Hilbert space H. The goal
is to map functions on X representing classical observables (e.g., position and momen-
tum), to operators acting on the space H, whose elements represent quantum states (e.g.,
wavefunctions). This mapping has to be consistent with both classical and quantum
mechanical formalisms. However, there is no canonical way to quantize the symplectic
manifold (X, w).

In the theory of geometric quantization introduced independently by Kostant [29] and
Souriau [43], the manifold (X,w) is prequantized: it is endowed with a prequantum line
bundle, which is a line bundle L over X whose curvature form coincides with the symplectic
form. One way to quantize a prequantized symplectic manifold is through Berezin—Toeplitz
quantization, where the operators Ty, are Toeplitz operators acting on the space H, of
sections of the p-th tensor power of L. To ensure a compatibility condition between
the formalisms of quantum and Hamiltonian mechanics in the semiclassical limit p —
oo known as the correspondence principle, the observables f are usually assumed to
be bounded smooth functions, but interesting results can still be obtained with weaker
regularity assumptions on f.

For instance, when (X, w) is a compact Kahler manifold and L is a holomorphic Her-
mitian line bundle over X, the operators T, are defined by T, := F,fF,, where P, is the
projection on the space H, of holomorphic sections of LP. In that case, Charles-Estienne
obtain in [18, Theorem 1.2] the full asymptotic expansion in p — oo of the trace of
g(T1,, p), where g is a polynomial and 1y is the indicator function of a domain W inside
X with smooth boundary. They find an application of their expansion in the study of
entanglement entropy for free Fermions [18, §7]. Also in [40, §6], Polterovich remarked
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that Toeplitz operators with piecewise constant symbol may be a relevant tool to infer

the homotopy type of a quantum phase space.

In this paper we are interested in the case where (X,w) is a symplectic manifold of
bounded geometry endowed with a prequantum Hermitian line bundle L and a Hermitian
vector bundle F over X. In this setting, the operators T}, = P,fF, act on sections of
LP? @ E, and P, denotes the projection on a closed subspace H, of the space of square-
integrable sections L*(X, L ® E) for the metrics on L and E. In our case H, is a spectral
space associated to a renormalisation of the Bochner Laplacian. By the Schwartz kernel
theorem and the ellipticity of A,, the projector P, has a smooth kernel, known as the

Bergman kernel or to be more specific, the generalized Bergman kernel [35].

We prove asymptotics for the kernel of Toeplitz operators with symbol an indicator
function of a compact domain W inside X with smooth boundary V. Moreover, as in the
Kéhler situation of Charles—Estienne in [18], we also obtain the asymptotics of the trace
of g(Ty,, ,) for g a polynomial (see Corollaries 2.4 and 2.5). Two key results are essential
to our proof. The first one is the asymptotic expansion of the Bergman kernel in a neigh-
borhood of the diagonal established by Dai-Liu-Ma [20, Theorem 4.18], Ma—Marinescu
[34, Chapter 8] and Kordyukov—Ma—-Marinescu [28, Theorem 4.3]. The second one is the
exponential decay property of the Bergman kernel outside the diagonal established by
Ma—Marinescu [38, Theorem 1], and Kordyukov—Ma—Marinescu [28, Theorem 1.2].

Let us mention that previous known results on kernel asymptotics for the operators
T}, were obtained with stronger regularity assumptions on f. On a compact symplectic
manifold and for H, the kernel of the spin®-Dirac operator, Ma—Marinescu [34, Lemma
7.2.4, §8.1.2], [36, Lemma 4.6] proved a full off-diagonal expansion for the kernel of Toeplitz
operators with symbol f when f is smooth. Also in [8, §3], Barron, Ma, Marinescu and
Pinssonnault prove kernel asymptotics of Toeplitz operators when f is €* and H, the
kernel of the spin®-Dirac operator. In [19], Charles and Polterovich also studied the

Berezin-Toeplitz quantization of € functions.

We now state our results. Let (X,w) be a symplectic manifold of dimension 2n. Let
(L, h*) be a Hermitian line bundle over X and (E, h¥) be a Hermitian vector bundle over
X, both endowed with Hermitian connections V* and V¥, with curvatures R* := (V*)?

and R := (V)2 We assume that L satisfies the prequantization condition

e

5 RF = w. (2.1)

We endow (X,w) with a complete Riemannian metric g"*. Let J : TX — TX be an
almost-complex structure on X compatible with w and ¢?*X. Let Jy : TX — TX be the
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skew-adjoint linear map which satisfies
w(u,v) = g"* (Jou,v), u,veTX, (2.2)

then J = Jy(—J2)~'/2. We suppose that (X, L, E) has bounded geometry: the injectivity
radius inj* of (X, ¢7¥) is positive and the derivatives of any order of R, R¥ J, g7 are
uniformly bounded on X. Let AM®F = (VEFOF)*yL"®E denote the Bochner Laplacian
(see (2.65)) associated to VE, V¥ and g7, with (VE"®E)* the formal adjoint of V'®E.
Define by

A, = AYOE _pro with 7(2) == —7 Tr[(JJo)(2)], z€X, (2.3)

the renormalized Bochner Laplacian acting on €°°(X, LP® E), as originally introduced by
Guillemin and Uribe in [25]. Assume
V—=1RE(u, Ju)

— inf > 0. 2.4
Ho a:eX,ulerYl“xX\{O} ’u|§TX ( )

By [28, Theorem 1.1], [33, Corollary 1.2], we have the following spectral gap property:
there exists C';, > 0 such that for any p € N the spectrum of A, satisfies

Spec(A,) C [—Cr, CL] U [2puo — Cr, 400l (2.5)

For p large enough, as in [35], [34, Chapter 8], [28], let H,([—CL,C.]) C L*(X,LF ® E)
denote the closed subspace of L?(X, P @ E) given by the spectral space corresponding
to [-CpL,CL]. Let P, be the spectral projector corresponding to [—C7p,Cyp], called the

generalized Bergman projector associated with A, in the sense of [35]:
P,: L2<X,LP®E) —)Hp([—CL,CL]). (26)

By the Schwartz kernel theorem, P, has a distribution kernel with respect to the Rieman-
nian volume form dvy of (X, g”*). Its kernel P,(-,-) € € (X x X, (LP @ E)X (L* ® E)")
is called the generalized Bergman kernel as in [35]. As in [34, Remark 1.4.3, Problem 1.5],
the smoothness of P, comes from the ellipticity of the operator A,. Let d(x, ') denote
the geodesic distance between two points z, 2’ € X. By [28, Theorem 1.2], [38, Theorem
1], we have the following exponential estimates: there exists ¢ > 0 such that for any [ > 0,

there exists C; > 0 such that for any p € N and z, 2’ € X, we have

| Bp(2, 2 )1 (xxx) < Oy e evpilaa), (2.7)
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In the above inequality the norm €*(X x X) denotes the pointwise ¢'-seminorm of the
section P, at the point (z,2') € X x X, which is the sum of the norms induced by
hE hE g™ of the derivatives up to order [ of B, for VI"®F and VX evaluated at (z,2’).
The generalized Bergman kernel P, also admits an asymptotic expansion in p, which
has been established by Ma-Marinescu [34, Chapter 8] and Lu-Ma-Marinescu [32]. In
particular by [34, Problem 6.1], as in [38, Theorem 6], there exist smooth coefficients
b, € €>(X,End(FE)) such that for any k,l € N, there exists Cj; > 0 such that for any
re X, pe N, .

Pp(wv T) — Z br(z)p" ™"

r=0

< Cpp™ 1, (2.8)
#1(x)

moreover if we denote by 739 X := Ker(J —/—11d) € TX ®C the holomorphic tangent
bundle and by R* € End(T"9 X) the endomorphism defined by

RL(Z,Z’) =(Rtz, 7, 72,7 e TWOX, (2.9)

we have by = det (RL/QW).

In this paper we will use a refined version of the off-diagonal expansion for the gener-
alized Bergman kernel stated in the work of Kordyukov—Ma—Marinescu [28, Theorem 4.3]
(see Theorem 2.15 of this paper).

For f € L>™(X), the Toeplitz operator with symbol f is the family of operators acting
on H,([—CL,CL]) defined by
Tf,p = PprPp, (210)

where M; denotes the multiplication by f. Let W C X be a compact domain with
smooth boundary V' = 0W. We consider the Toeplitz operator with symbol the indicator
function of W

1 if zeW,
Tw, = P,My,, P,, with 1w(z) = (2.11)
0 otherwise.

Let exp) : T, X — X denote the exponential map for (X, ¢™™) at g € X. Let U, C X
be a tubular neighborhood of V' and V; C U, the hypersurface at distance s €] —1/2,1n/2|
of V, i.e.

V, = {exp; (sea(y)) : y €V}, (2.12)

where e, (y) is the inward pointing unit normal vector at y € V, as represented in Figure
2.1.
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Figure 2.1 — The case s € [0,7/2].

As a particular case of Lemma 2.23 and Theorem 2.24, our first result states as follows.

Theorem 2.1. Assume (X, g7X) is complete, (X, L, E) has bounded geometry, i.e., inj* >
0 and the derivatives of any order of R* RF J ¢g™X are uniformly bounded on X, and
assume (2.4). Let W be a compact domain of X with smooth boundary V and U, a
tubular neighborhood of V.. Then the following statements hold:

1. There exist pg € N, ¢ > 0 such that for | € N, there exist Ciw, Cyy, Cl'y, > 0 such
that for any p > po:

(i) If z,2’ € X,

T, @) i (xxxy < Crwp2em VPl (2.13)

(ii) If v € W\ V,
T p(, ) = By, @) |1 x) < Cpgyp™ 27 VPURY), (2.14)

(iii) Ifz € X \ W,
Twp(z, )]0 x) < Cz/,/wp"+l/26_cﬁd(m’v). (2.15)

2. There exist End(E)-valued polynomials g, with smooth coefficients in x such that
for x eU,, if x € Vi for some s €] —n/2,n/2],

Twp(x,x) = Py(x, x)erfc (—sy/prag) + > p* P gra(p'/?s) exp(—sprag) + O(p~),

r=1
(2.16)
with o, = w(en, Jey)(x) and P,(z,x) has the asymptotics (2.8). In the particular

case where J = Jy, we have a, = 1.
The complementary error function erfc appearing in (2.16) is defined for € R by the
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formulas

1 +oo 2 1 1 z 2
erfc(x) := —/ e "dt = = —erf(z), with erf(z) := —/ e " dt, (2.17)
ﬁ T ﬁ 0

2
where the function erf(x) is called the error function.

The asymptotics we derive provide the following interpretation: in the semiclassical
limit, the kernel Ty, (z, x) on the diagonal mimics the behavior of the Bergman kernel
for  in the interior of W. Conversely, on the complement X \ W, Ty, (z,z) exhibits
exponential decay in /p times the distance to the boundary. The asymptotic formula
(2.16) characterizes the transition at the interface, where the shift from Bergman kernel-
like behavior to exponential decay is governed by the error function term erfc(—s,/pray).

Furthermore, at s = 0 (where € V), half-integer powers emerge in the asymptotics of

Twp(z, ).

Remarks 2.2. We make the following observations:

(i) For convenience, we intentionally left out a factor 2 in the definition of the functions
erf and erfc in (2.17).

(7i) In our proof we do not really use the compactness assumption on W, and the state-
ment of Theorem 2.1 should hold if we assume that the boundary V' admits a tubular

neighborhood U,, and has bounded geometry.

(iii) The kernel asymptotics we derive exhibit behavior similar to that of the partial
Bergman kernels as established by Zelditch and Zhou [49], with "erfc" asymptotics
along the boundary V' (see [49, Main Theorem] for comparison,).

We also obtain the following kernel asymptotics for ¢(Tw,,) when g is a polynomial

vanishing at 0 and 1.

Theorem 2.3. Assume (X, g7) is complete, (X, L, E) has bounded geometry, i.e., inj* >
0 and the derivatives of any order of RE, RF. J g** are uniformly bounded on X, and
assume (2.4). Let W be a compact domain of X with smooth boundary V and U, a
tubular neighborhood of V. Let g be a polynomial such that g(0) = g(1) = 0.

1. There exist py € N, ¢ > 0 such that for | € N, there exist Cj 4, > 0 such that for
a’nypzp(]i foeX\Vi

19(Ti) (@) gux0) < Cgp™ 26 VPEV), (2.18)

2. There exist smooth End(E)-valued functions I, ,,(s), with fast decay of the form
O((1+]s))Mrae=s") as |s| — oo, and depending smoothly on = such that for € U,,

48



Introduction

if x € Vi for some s €] —n/2,n/2],
9(Twyp) (2, ) Zp" Ly (p'2s) + O(p™), (2.19)
with

Ipguls) = l | O:og(erfc(y))\/l%e_(y“mfdy] det (R /27) Upnaimy,  (2.20)

and o, = w(ey(z), Jey(x)). If s=0, i.e. if x €V in (2.19), we get

o) = ( | 1 9(y)dy) det (1" /27) 1) (2.21)

In the particular case where J = Jy, we have ay = 1 and det(R"/27) = 1.

Note that the integral term in (2.20) is the convolution of goerfc and a Gaussian. Also
note that by combining Theorem 2.1, Theorem 2.3 and (2.8) we can get the on-diagonal
expansion of ¢(Ty,,) for g any polynomial.

From the above Theorem, we deduce asymptotics for the trace of Tyy,,. For g : [0,1] —
R, let

g(z) == g(x) — g(0)(1 — z) — g(1)z. (2.22)
We define I(g) by .
I(g) == /_ g (exfe(x)) da. (2.23)

Let C(V) be the quantity defined by

1/2
V) = /V ldet(Jo,MHv)%] duy (o), (2.24)

with H,,V = T,V N J,, T,V the maximal complex subspace of T, V, and «a,, =
w(en, Jeq)(xp). As a corollary of Theorem 2.1 and Theorem 2.3, the third result of this

paper states as follows.

Corollary 2.4. Assume (X, g7™) is complete, (X, L, E) has bounded geometry, i.e., injX >
0 and the derivatives of any order of RE, R®,J,g"* are uniformly bounded on X, and
assume (2.4). Let W be a compact domain of X with smooth boundary V. Let g : [0,1] —

R be a polynomial vanishing at 0. We have the expansion

Tr(9(Twyp)) = > p" *ar(g) + O(p™), with
k20 . (2.25)
ao(g) = g(1) rk(E) /W det (RL/%) dox, ai(g) = (2m)"*1k(E)C(V)I(g).
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In particular if Jo = J, then a,, = 1, C(V) = vol(V), ap(g) = g(1) rk(E) vol(W) and
ai(g) = rk(E) vol(V)I(g).

As a consequence of Corollary 2.4 we obtain the following Weyl law for the Toeplitz

operator Tyy,.

Corollary 2.5. Assume (X, g7™X) is complete, (X, L, E) has bounded geometry, i.e., inj* >
0 and the derivatives of any order of R*, R¥,J, g% are uniformly bounded on X, and
assume (2.4). Let W be a compact domain of X with smooth boundary V. If g : [0,1] - R

is continuous, Holder continuous at 0 and 1 and g(0) = 0, we have

Te(g(Tw,p)) = ao(g)p" + ar(9)p™ " + o(p"~'/?), (2.26)
and for 0 < a < b < 1, the concentration of eigenvalues of Ty, in [a,b] verifies

E)C(V)

‘ Spec(Tw,) N |a, b]’ = pn1/2 rk( NGr: (erfc™ (a) — exfc (b)) + o(p" V%),  (2.27)

Moreover, we have, for 0 < e < 1/2,
‘ Spec(Tw,) N1 —¢, 1]’ = p"rk(FE) /W det <RL/27T) dvx + o(p"). (2.28)

In particular if Jy = J, then C(V) = vol(V) and det(R*/27) = 1.

The above corollary shows that the operator Ty, asymptotically behaves like a pro-
jection: the spectrum of Ty, concentrates near 0 and 1 in the semiclassical limit. Note

that the kernel of Ty, can be infinite dimensional since X is not necessarily compact.

Remarks 2.6. In the case where (X, J,w,g’™) is a compact Kihler manifold, E = C, and

(L, hY) is a holomorphic Hermitian prequantum line bundle over X,

(i) As a particular case of Corollary 2.4 and Corollary 2.5, we recover the results es-
tablished by Charles—Estienne in [18, Theorem 1.2, Corollary 1.3].

(i) The asymptotic behavior of the spectrum of Tw, near 0 and 1 has been studied by
Berndtsson [10] and Lindholm [31]. In particular, we get (2.28) by adapting the
proof of [10, Theorem 3.1].

Our paper is organized as follows. In Section 2.2, we work in the context of the
Bargmann space and compute the kernel of the Toeplitz operator whose symbol is the
indicator function 1g, of the half-plane H; := {z € C : Im(z) > s}. We also consider
the more general situation where the symbol is the product of 1y, and a polynomial. In

Section 2.3, we express in Corollary 2.21 the off-diagonal Bergman kernel asymptotics
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of [28, Theorem 4.3] in Fermi coordinates adapted to a tubular neighborhood of the
boundary V' of W. The proofs of our main theorems are contained in Section 2.4. In
§ 2.4.1, we combine the results of Section 2.2 and Section 2.3 to obtain in Theorem 2.24
the full off-diagonal kernel asymptotics for 7yy,,. Theorem 2.1 is a particular case of this
result and of Lemma 2.23. In § 2.4.2, we prove Theorem 2.3. Finally, in § 2.4.3, we
prove Corollary 2.4 and Corollary 2.5. In § 2.4.4, we prove a technical result stated in
Lemma 2.25.

2.2 The case of the Bargmann space

In this section we recall the model case of [35, §1.4] for the complex plane and in
Sect. 2.2.1 we compute the kernel of the Toeplitz operator with symbol 1y, the indicator
function of the half-plane at distance s of the x-axis Hy := {z € C : Im(z) > s} for
s € R. We then treat the case where the symbol is a product of a polynomial and 1p,.
The results are stated in Lemma 2.7 and Corollary 2.9. In Sect. 2.2.2 we study how the
expressions we derive for the kernels behave in terms of the distance to the boundary of
H.

This setting is pictured in Figure 2.2 below and is a good model for what happens
at the hypersurface V_g at distance —s of the boundary V' of W, as in (2.12). It will

resurface later on in Section 2.4.1.

Im(2)
H
OH,; <~V
s
Re(z2)
V_s < {Im(z) =0} |0

Figure 2.2 — Analogy with the general setting, for s > 0.

Let us denote by b, and b} the complex creation and annihilation operators with
domain L?(C) and defined by, for a > 0,

3} _ .40
by = —2$ + maz, b, = 283 + Taz. (2.29)

Let £ := b,b] be the harmonic oscillator. An orthonormal basis of ker £ N L?(C) is given
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by the complex Hermite polynomials

k ok
ot

hia(z) = a'/? 2 exp (—71-2&|z]2> , keN, (2.30)

and the projector P, : L?>(C) — ker L is a kernel operator with kernel given by
Z T2 Fna(7) = cexp (_”20‘02\2 bR - 2zz’)> | (2.31)

2.2.1 Toeplitz operator with symbol the indicator of the half-plane H,. Let 77 :=
Py My, P, be the Toeplitz operator with symbol 1y, and 7 the Toeplitz operator with
symbol 1ge where HS = C\ H,. The error function erf introduced in (2.17) extends to C
as the holomorphic function defined by

erf(z) : \/_ / exp(—(7)dC. (2.32)

The above integral does not depend on the smooth path from 0 to z € C, and the function

erfc introduced in (2.17) admits an analytic continuation as well. We have the equalities

erfe(z) = ; —erf(z), erf(—z) = —erf(z), erfc(—z) = 1 — erfe(z), (2.33)
0 1 0 1 2|
aerfc( z) = —ﬁe : g [zerfc(z) — 2ﬁe ] = erfe(z). (2.34)

Lemma 2.7. For z,2' € C the following holds

TS(z, ') = Pa(z, #)erfc <\/ﬁ <s _Z _Z>> , (2.35)

21

T>¢(z,2") = Py(z, 2 )erfc (—\/ﬁ (s - ;ZZ/>> : (2.36)

Proof. Let F, and G denote the holomorphic functions defined by, for a € R,

+o0 +o0
F,(2) = / exp(—may® — mayz)dy, G(z) = / exp(—rar? — maxz)dr.  (2.37)

— 00

Notice Fj, is the Laplace transform of a Gaussian, and we get for ¢t € R,

Fu(t) = \/1& exp (rat?/4) exfe (VAa(a +/2)),  G(t) = \/15 exp (rat?/4).  (2.38)
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By the identity theorem, for z € C we have

F,(2) = \/1& exp (Waz2/4> erfc (\/ﬁ(a + z/2)) , G(z2)= \/15 exp (71’&22/4) . (2.39)

By definition we have

TS(2,2) = / Pu(z, 2" Po(2", 2)AN(Z"), (2.40)

X

where A\ denotes the Lebesgue measure. The equality above becomes

e’
Ta(z,#) = abexp (= (=P + )

X / » exp (—wa|z”|2 + razz’ + Waz"z’) d\(Z"). (2.41)
Im(2")>s

By writing 2" = 2" + iy” we get

yiye;

To(z,2) = atexp (T2 (2P +12F)) G-z + DG - ). (242)

By (2.39) we get

G(—(z+7))F(i(z — 7)) = a ' exp(raz? )erfc (ﬁ (s _ ;ZZ,)> : (2.43)

which proves (2.35). The equality erfc(—z) = 1 — erfe(z) proves (2.36). O

We now compute the kernel of Toeplitz operators with symbol 1y, (2)f(v/7az, V/Taz)

where [ is a polynomial in z,Z. Let us denote by 77 ) the Toeplitz operator with symbol

z = (ymaz)’(yraz) 1y, and T3¢ defined in the same way for 1ge. Let T, 4 be the
Toeplitz operator with symbol (y/maz)”(y/maz)?. Then we have T3 | +T5¢ =T, In

particular we recover 17 4+ T15°¢ = P,.
Lemma 2.8. For p,q € N we have

_T 2 12 1 or ﬁ z
g 7+l )) (ma)eta)/2 9z 924 ewlresz) (2.44)

= (Vraz)P(Vraz' )P, (z,2'),

Topq(2,2") =aexp (

yiye;

(e + 121))

1 o o / z—7
X () 7072 927 21 [exp(wazz)erfc (x/wa (s Y ))1 . (2.45)

23

TS (2,7 :aexp(

a,p,q
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We also get
e T
T5pq(% 2') = aexp <_2(’Z‘2 + |Z/‘2)>

1 o o1 / z—7
X () F 072 927 92 [exp(ﬂozzz Jerfc <—\/7T04 (s Y ))1 . (2.46)

Proof. As in the proof of Lemma 2.7, we have

s T
Tl ?) = exp (=2 + 12))

X / | o2 (ma) PHO/2,P 51" exp (—7ra|z"|2 + mazz" + W&Z”Z’) d\(2"). (2.47)
Im(z")>s

The above equation writes as

s _ 2 T 9 2
Ta,p,q<z7 Z/) = & exXp <_2(|Z| + |Z,| ))
1 or 01

" () r 2 gz 20 /Im(zu)>s exp (—mal2’|? + mazz’ + maz'?) dA(2"). (2.48)

We did compute the integral above in the proof of Lemma 2.7, which proves (2.45). The
same method proves (2.46). O

The following corollary is a consequence of (2.34), (2.45) and (2.46).

Corollary 2.9. Let f be a polynomial in \/maz,\/Taz and T, ;,T;  and TS the Toeplitz
operators with symbols f, 1y, f and 1y f. Then there exists a polynomial Q(f) of degree
less than deg f such that

Tot(z,2) = f(Vmaz,Vrmaz')P,(z,2"), (2.49)

_ =/
15 ¢(2,2') = Ty 5(2, 2 )erfe <\/7Toz (s _Z 22,2 ))

+ Q(f)(Vraz,vVrazZ' , \/Tas)P,(z, 2') exp (—my (s _Z ;ZZ/> ) , (2.50)

=
T55(2,2") = Tap(z, 2 )erfe (—\/Wa (s - 2Z,Z ))

—QUf)(Vraz, /raZ, Jras) Palz, ') exp (—m (s - ;,Z,>2) . (2.51)

]
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The case of the Bargmann space

Remark 2.10. The formula (2.49) is a particular case of the functional calculus developed
by Ma—Marinescu as in [34, §7.1]. In our case we will use the formulas (2.50) and (2.51)
since we did not manage to get a functional calculus. The difficulty comes from the error
function term erfc that appears after integration over the half plane Hy, which is the
reason why we fail to obtain a formula for the kernel of the composition T ;o T} ,, with

f, g polynomials in /maz, \/TaZ.

2.2.2 Exponential decay in s. From the previous computations, we notice that the ker-
nels of the Toeplitz operators T} f,T;:; have a form of exponential decay in s at (0,0),
which we state more precisely as an inequality in Corollary 2.12. Unfortunately, we were
unable to prove that this inequality is preserved under the composition of Toeplitz oper-
ators.
As in [41], for z = x 4 iy, by computing the integral in (2.32) along the paths I';(u) =
u, w€l0,z] and I'y(u) = +1u, wu€|0,y] we get
—22 [V o2 . 2 (Y2
erf(z) = erf(z) + e / e sin(2zu)du + ie / e cos(2zu)du. (2.52)
0

0

By (2.33), we obtain

y y
erfe(z) = erfe(z) — e / " sin(2zu)du — ie™" / " cos(2zu)du. (2.53)
0 0
For x > 0, since 0 < erfc(z) < e~** we have the inequality

lerfe(z)] < e (1 +2Jyle”’), (2.54)

which gives if z =x +1iy, 2/ =2’ + iy and y + ¢ < 2s

(o 59)

< {1 + Vmalr — 2’| exp (T(m — x')Qﬂ exp (—71’& (s _yT y’)Q) , (2.55)

2

on the other hand if z < 0, erfe(—xz) < e, therefore if y + 3/ > 2s,

(- 59)

< {1 + vmalr — 2’| exp (Wf(x - x’)z)} exp (—7?04 (s Y —; y’)Q) . (2.56)
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We also have the following inequality on the Bergman kernel

T ye’ ) 7 (2.57)

Pales )] S aexp (= =) = By )2

which gets us if y + 1/ < 2s

T(z,2)] < o (14 vralz = ) exp (=T 1z = 2 ) exp (5 (s =y s = o))
(2.58)
and if y + ' > 2s,

T2, 2)] < « (1 + Vralz — z’|> exp <—7T4a|z — z’|2> exp (—T

In the same way by Corollary 2.9 we get the following result.

Proposition 2.11. For f polynomial there exist C > 0, M; > 0 such that for a, o/ € N?,
ify+y <2s,

M
‘T;’f(z, 2| < aC (1 +Vmalz| + VmalZ| + \/7Toz|s|) !

X exp (—T|z - z’|2) exp <—T(s —y+s— y’)Q) , (2.60)

If y +y' > 2s,

M
‘Tas:;(z, 2 <alC (1 + Vmalz| + VralZ| + \/Wa\s\) !

X exp (—ﬂf|z — z’|2) exp <—7T4a(s —y+s— y')z) . (2.61)

We can simplify the above proposition to state the following corollary.

Corollary 2.12. If s > 0, Im(z) < 0,Im(2") <0,

M
‘Tasvf(z, z')’ < aCe ™ (1 +Vmalz| + Vral| + \/7TCY|S|) " exp <—7Tf|z - z'[2>
(2.62)
If s <0, Im(z) > 0,Im(2") >0,

7352, 2')

«

M
< aCe ™ (1 + Vralz| + VralZ| + \/7TOJ|S’) "exp (—TLZ — z’]2>
(2.63)

Remark 2.13. We could still get a version of Corollary 2.12 that holds for all values of
z, 2" by replacing the inequality 0 < erfe(x) < e by 0 < erfe(x) <1+ e~ in the proof,

however we would lose the decay in s by doing so.
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2.3 Bergman kernel asymptotics

This section is organized as follows. In Sect. 2.3.1 we enunciate the off-diagonal ex-
pansion of the generalized Bergman kernel obtained by Kordyukov-Ma-Marinescu in [28],
which is a more detailed statement than the expansion (2.8) given in the introduction. In
Sect. 2.3.2 we give the expression of the Bergman kernel in so-called Fermi coordinates
adapted to a tubular neighborhood of the boundary V' of W. In Sect. 2.3.3 we compute
the asymptotic expansion of the correspondence between Fermi and normal coordinates.
In Sect. 2.3.4 we derive asymptotics for the generalized Bergman kernel in Fermi coor-
dinates from the off-diagonal expansion described Sect. 2.3.1. The technique is adapted
from Finski [22, §5.2]. In the rest of the paper we will also use the term “Bergman kernel”

to refer to the generalized Bergman kernel.

We quickly recall the context of [28] as in the introduction. Let (X, w) be a symplectic
manifold of dimension m = 2n endowed with (L, h%) a Hermitian line bundle and (E, h%)
a Hermitian vector bundle, with Hermitian connections V¥ and V¥ whose curvatures are

denoted RY and RF. We assume L satisfies the prequantization condition (2.1).

We endow (X,w) with a Riemannian metric g7 with Levi-Civita connection V7
and curvature RTX := (VIX)2. Let J : TX — TX be an almost-complex structure on
X compatible with w and ¢™%*, that is w(J-, J-) = w(-,-), ¢*%¥(J-, J) = ¢gTX(-,+) and
w(u, Ju) > 0 for any u € TX,u # 0. Let Jy: TX — TX be the skew-adjoint linear map
satisfying w(u,v) = ¢"X(Jou,v) for all u,v € TX. Then we have J = Jo(—J2)~"*/2, and
Jo commutes with J (see [35, Introduction]).

We assume X has bounded geometry, i.e., injX > 0 and the derivatives of any order of
RY, RE | J, g™ are uniformly bounded on X. We also assume

S .4 (i) ) (2.64)

reXuelaX\(0}  [ullrx
x

Let AY®E bhe the Bochner Laplacian acting on sections of LP ® E associated with the

connections VI¥, V V¥ and defined by the formula

m

APBE 3 [(Vge@E)z _ylrer (2.65)

Vg‘xei ?
. 7
=1

where (€;)ieq1,..,m} is a local orthonormal frame of 7X and VIP®E denotes the connection
on LP ® E associated with V¥, V. Then the renormalized Bochner Laplacian defined as
in (2.3) has spectral gap (2.5). For p large enough, we define the generalized Bergman pro-
jector P, as in (2.6). By the Schwartz kernel theorem, it is a kernel operator with respect

to the Riemannian volume form dvx of (X, g"*) with kernel the generalized Bergman
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kernel P,(-,-) € €=(X x X,(L? ® E)X (L ® E)*). As in [34, Remark 1.4.3, Problem
1.5], the smoothness of P, comes from the ellipticity of the operator A,,.

Remarks 2.14. The asymptotic expansion of the Bergman kernel has a long history:

(i) In the case where (X, J,w, g7X) is a compact Kihler manifold, E = C and (L, h") is
a holomorphic Hermitian prequantum line bundle over X, the renormalised Bochner
Laplacian A, defined in (2.3) coincides with twice the Kodaira Laplacian O, =
""", and H,([—CL,CL]) coincides with Ker O, = H°(X, LP) the space of holo-
morphic sections of LP. In that case, the kernel of the projector P, is called the
Bergman kernel, by = 1d, and the diagonal expansion (2.8) is a well known re-
sult from the works of Tian [47], Catlin [17] and Zelditch [48], Dai-Liu-Ma [20],

Ma-Marinescu [35], with many other contributions.

(ii) When (X,w) is compact symplectic and P, is the projection on the kernel of the
spin®-Dirac operator, the full off-diagonal expansion of the Bergman kernel P, was
established by Dai-Liu-Ma [20, Theorem 4.18]. The expansions of Ma—Marinescu
and Kordyukov—Ma—Marinescu for the generalized Bergman kernel in the noncom-

pact case are of the same nature.

2.3.1 Off-diagonal asymptotics of the generalized Bergman kernel. In [20, Theorem
5], Dai-Liu—Ma established a full off-diagonal expansion for the Bergman kernel of the
spin®-Dirac operator. In [35, Theorem 1.19], Ma—Marinescu obtained an expansion for
the generalized Bergman kernel in a neighborhood of size /,/p of the diagonal, called
near off-diagonal expansion. This result has been improved by Kordyukov—Ma—Marinescu
in [28, Theorem 4.3] to an off-diagonal expansion similar to the one of Dai-Liu-Ma. We
recall the result of Kordyukov—Ma—-Marinescu in this paragraph.

Let 79 € X, ¢ < inj* and BX(x¢,e) be a normal coordinate ball centered at x( of
radius . We identify elements of BX(zg,¢) and BT=0%(0,¢) by the diffeomorphism given
by the exponential map expy : B™0%(0,e) — B¥(x0,¢). In the rest of the paper we
denote ¢, (Z) := expy (Z). For Z € B™0%(0,¢), the fibers Ez, Ly, Tz X and their duals,
tensor products and exterior products are identified to E,,, L,, and 7T,,X by parallel
transport along the curve [0,1] 3 ¢ + tZ for the connections V&, V¥ and V¥ and the
connections they induce. Under this identification there exists a function x,, such that

the localized volume form dvy, verifies
dvx,(Z) = me(Z)dvTIOX(Z), with K., (0) = 1, (2.66)

and where dvr, x(Z) denotes the Riemannian volume form of (77, X, g"**). Still under

this identification, the localized Bergman kernel P, . (Z, Z’) becomes a smooth function
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mapping Z, Z' € BT0X(0,¢) to an element of (L? ® E),, ® (L @ E)% ~ C® End(E),,.
Let J,, be the endomorphism

Tay = =21V =1Jo(0), (2.67)

then 7, : TOX — TUOX is positive and Jp, : Ty X — Ty X is skew-adjoint. Let
P =P, € €°(Ty, X X T, X) be the kernel defined by

detc Tz,
PxO(Z, Z/> = (2(;_>n

It corresponds to the Bergman kernel of the operator £ on C". By [28, Theorem 4.3],

P <_411 (T2 -2),(Z2-2)) + ; (T20Z, Z’>) - (2.68)

we have the following off-diagonal expansion for the generalized Bergman kernel, as an
analogue of [20, Theorem 4.18].

Theorem 2.15 ([28, Theorem 4.3]). There exists ¢ €]0,inj* | such that for any j,1,I' € N,
there exist C,co, M > 0 such that for any p > 1,20 € X and Z,7' € T,, X, |Z|,|Z'| < ¢

we have

gttt ([ j ) ) B
P W p PP@O(Z’ ZI) - Z]:r,xo(\/}_?Z7 \/ﬁzl)ﬁxol/z(z)’imlm(ZI)p /2
laf+|a’|<I r=0 ¢ (X)
il e
< Cp~ = (L4 plZ| + ol Z' )™ exp(—+/iop| Z — Z']) + O(e™VP),
(2.69)
with | . |gv x) the €" norm for the parameter xo € X,

Frwo 2, 2") i= Jwo(Z, 2P (2, Z),  Jouo(Z,2") = ldg,,, (2.70)

the terms J,.,(Z,2") are End(E).,-valued polynomials in Z,7' with the same parity as
r, and verify deg J, ..(Z, Z') < 3r, their coefficients are polynomials in R™™, R¥ RY and
their derivatives of order < r—2 at xq and reciprocals of linear combinations of eigenvalues

of Ty -

2.3.2 Generalized Bergman kernel in Fermi coordinates. In this paragraph we adapt
the proofs of Finski in [22, §5.2] and give in (2.87) the expression of the generalized
Bergman kernel in Fermi coordinates in terms of its expression in normal coordinates and
of the diffeomorphism between normal and Fermi coordinates. The difference in our case
stems from the fact that the horizontal bundle and the normal bundle are odd-dimensional.

We start by introducing some notations. Let W C X be a compact domain of X with

boundary V = dW. Since W is compact, V is also compact and the injectivity radius
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inj¥" of V is positive. We have a splitting of the tangent bundle TX |y, = TV & N i.e.,
L X=T,V®N, yeV, (2.71)

where IV, is the orthogonal complement to T}V with respect to gg X and N — V identifies
with the normal bundle to V. Let e,(y) € N, be the inward pointing unit normal at
y € V. By compactness of V' there exists 7 > 0 such that for all y € V, the geodesic
] —n,n[> u — exp, (uen(y)) is well defined. This identifies V' x| —n,n[ to U, a tubular
neighborhood of V. For s €] —n/2,1n/2[, denote by V; the hypersurface defined by

Ve = {exp; (sea(y)) : y €V}, (2.72)

in particular for s > 0,V; = {y € W : d(y,V) = s}. As in [16][§1.2], we extend the
splitting (2.71) to U, by
T,X =T,V,®N,,, yevV, (2.73)

where N, denotes the normal bundle to V;, such that we now have
TX|un =TV®N with TV —=U,, N —=U, (2.74)

and there exists a family of metrics g7V such that

9" am) = 9" (y) + dal,  (y,xm) €V X (—n,n). (2.75)

Let PV : TX|y, — N, PV : TX|y, — TV be the orthogonal projections induced by
the above splitting and introduce the connections V¥ := PNVTX VTV the Levi-Civita
connection for g7V and V*? := VIV & V¥ the split connection on T'X |y, induced by VIV

and V¥ and R*P its curvature. The second fundamental form of V is defined by

A=V -V e QN U, End(TX|y,)). (2.76)

Denote by BX(zg,e) € X the normal coordinate ball in X centered at zy of radius
e < injX. If 29 € V; and & < inj¥ /2, let BY*(zg,&’) be the normal coordinate ball

in V, centered at xy of radius ¢ and exp‘x/g the corresponding exponential map. Let
U, e (x0) := B™0Y2(0,¢')x] —n — s,n — s[ and define ¢,, by

Yoo (Y, T) = \Ils(expa‘j/(s) Y,zn), (Y,zn,)€ U, (xy), where

; (2.77)
\Ijs : (y7$m) € ‘/;X] —n—=35n- S['_) eXpy (xmen(y)) € uﬁ‘

The map 1t,, defines a diffecomorphism ., : U,.(z9) — Uye(x0), where
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Uy er(z0) := Uy(BY*(20,&')x] —n — s,n — s[) is a portion of the tubular neighborhood
U, containing xg. Let hy : U, o (z9) — B™0X(0,¢) be the map such that

Voo (V. &m) = expy, (hs (Y, ) = ug (s (Y, ) (2.78)

Then hy is a diffeomorphism onto its image. We have the following diagram, where ¢ is

the inclusion map :

BX(I0,€) BTZ0X<O,€)
Pao(Z)
L hs(Y, x,,)
U, o (x U, - (x
) Wy e
We picture the situation as follows.
M= 8¢ --------- e - - - - -- U
BYs (x9, ")
O ———————ceceee Ieo ........ ‘/s
—s V="V
Un,e (o)
—7N —S¢ ---------SOEEEEETEC. ... —n

Figure 2.3 — In grey, the neighborhood U, . (o).

We identify elements of U, . (x¢) and U, (x¢) by the diffeomorphism 1),, and for
(Y,2m) € Uy (x0) the fibers Ey, (ve,.), Lh,(vien) a0d Th,(ve,)X to Eyy, Ly, and T, X by

parallel transport along the curve
O(t) = 1y (tY,0), T €0,1],  6(f) = oo (Y, (t = D)), T € [L,2], (2.79)

for the connections V¥, VL V7X  The same goes for tensor products, duals and exte-
rior products of these vector bundles with respect to the naturally induced connections.
Under this identification the Bergman kernel at ., (Y, z,,) and v, (Y’, 2! ) becomes
P,y ((Y, ), (Y, 2!,)) an element of End(L? ® E),, ~ C ® End(E),,. This identifi-

cation can be applied to any function in €°(X x X, F ® F*) where F' is a Hermitian

vector bundle over X.
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Let (F,h") be a Hermitian vector bundle over X with Hermitian connection V.
Let zp € V; and f; a Hermitian basis of F,,. Let fz be the basis of F; obtained by
parallel transport along the curve  : t € [0,1] + tZ for V¥ and f! the basis of Fh,(vam)
obtained by parallel transport along ¢ for V. Let 0 : BT20%X(0,e) — M, #(C) be the

matrix-valued function defined by

rk F'

Filhs(Y, ) = D (0F (ho (Y, )i F1 (Y, ). (2.80)

=1
If (f;)* denotes the metric dual of f;, and (f;)*, (f/)* are obtained by parallel transport of

(f:)* for the dual connection V¥™ on F* respectively along v, d, then (f;)*, (f/)* are equal
to the metric duals of f; and fz’ . This gives

rk F

(fi)* (ho(Yom)) = D (OF (o (Y, 200)) )i (1) (Y, ), (2.81)

J=1

therefore 07 (hs (Y, 2!,))i; = 0F (hs(Y',2!,))i;. We have the following

rYm

Lemma 2.16. Let G € € (X x X, F ® F*), s €] —n/2,n/2[. Denote by G.,(Z,Z")
the localized kernel at xo € Vs obtained by parallel transport along v as above, and
Gao (Y, 20), (Y, 2!)) the localized kernel in Fermi coordinates obtained by parallel trans-
port along § as above. For T, ! €] —n—s,n—s[ and |Y|,|Y'| < e, we have

Gy (hs (Y, ) hs (Y7, 27,)) = (0) (Rs (Y, 0)) Garg (Vi) (V' 27,))0F (R (Y, 27,)).

rYm rYm

Proof. Let us write
Goo(2,2') = Z%ZZﬂ)®mm, (2.83)

By linearity of the parallel transport maps along v and § for V¥ we have

G (Y, ), (Y, 27,,)) Z% Vo), (Y 2o ) F(Yom) © (F) (Y 7)), (2.84)

From (2.83) we get

Gy (hs(Y, 2),hs (Y, 2)))

rYm

o Z CZlJl Y C(]m) h (Y,7 xlm))) ~il (hs(Y’ ZEm)) & fjikl (hs(Y,, l’lm)) (285)

11,J1

By (2.80) and (2.81), the equation (2.85) becomes
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Gro(hs(Y? xm)a hS(Y/,Z‘/m)) = Z (QE)T(hSO/v xm))’ﬂilciljl (hs(Y, Im)7 hs(Y/,.T;n))

11,J1,k1,k2

OF (hs(Y', 1)) jakr fro (Y. ) @ (F1,)" (Y27, (2.86)
By (2.84), this gives (2.82). O

By applying the above to B, ,, for F' = L @ E we get

Bpao (Vs ), (Y’ )

rYm

= ((BFF)T) ™ (oY 2m)) Py (o (Y, ). (Y 20,)) (FFFF) ™ (Y, 20,)). - (2.87)

rY'm rYm

Here and in the rest of the paper we will write P, ., ((Y, x.), (Y',2!,)) for the Bergman

kernel expressed in the coordinates ((Y, z,,), (Y’ x.,)).

2.3.3 Asymptotics of the diffeomorphism between Fermi and normal coordinates. In
[22, §2.2], Finski proves an asymptotic expansion of order 2 for the diffeomorphism hj
in the case of a complex submanifold of a complex manifold X. His method is inspired
by an article of Gavrilov [24]. In what follows we adapt his proof to our case and state
the result in Theorem 2.20. Consider a k-tensor a € €>(X, (T*X)®*). Recall that the

operator VX acts on « by the formula,

k+1
(VTXQ)<X1a s 7Xk‘+1) = Xla(X27 s 7Xk+1) - Z a(X27 BRI vii(Xla s 7Xk‘+1)’ (288)
i=2
with X1, ... X1 € €°(X,TX). This defines an operator (VIX)®* .= VTX o oVTX:
E°(X) — €(X, (T*X)®*). As in [22], the following lemma comes from (2.88).

Lemma 2.17 (|22, Lemma 2.6], [24, §2]). Let v(t) be a geodesic in X and v :=~'(t). Then
for any k € N, the following identity holds

B (wTXek (;})k : (2.89)

Corollary 2.18 ([22, Corollary 2.7, [24, §2]). Let u € €>°(X), then u has the formal

Taylor expansion at xg € X,

1 ®k TX\k
(25 (V) ) (o), (2.90)

hE

u(expy, (Z)) =

k=0

where Z € T,,X.
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From (2.78) and (2.90), for zy € V; we have the expansion
(e (Y, m)) i::kl ( (Y, 2,,) %" (VTX)ku> (z0). (2.91)
Let y = exp):(Y), [Y] < €. By Taylor expansion in x,, around z,, = 0 we have
WY, ) = 1 (ex0 (menly)) = i ,i ()™ - (T (U(Y;0)). (2.92)
Again as in [22], expanding the terms of the sum in (2.92) along the Y component we get

((@men()®* - (VT)ru) (1(Y,0))
Y (V)P ((@mea()™ - (VI) ) (o). (2.93)

~
o

The following lemma is a weaker version of [22, Lemma 2.8].

Lemma 2.19. For s €] —n/2,n/2[, zo € Vs, let Y € BT=V+(0,¢'), let y(t) be the geodesic
y(t) = expl:(tY), for [t| <1, and write Y (t) = y/(t). Let x,, €] —n— s, — s[. We have

YO (V) (@men() ™ - (VT¥)%F0) ()
= (V' ® (amen(20)F) - (VI)ZH(VTX) ) (o). (2.94)

Proof. By the geodesic equation, and by construction of V¥ and V*P, we have

V'Y =0, Ve, =0, Vife,=0, and V. ¥e,=0. (2.95)
As in [22, Lemma 2.8], (2.94) is a consequence of (2.88) and (2.95). O

From (2.93) and the above lemma, we get another asymptotic formula for u(¢,, (Y, z,,,))

U2y (YiTim))
00 o0 2.96
= z_: Z: kl ( Y®l ($m€n<$0))®k) ) (Vsp)@)l(vTX)@ku) (o). ( )
We can decompose h, as
Y, ) = S WY, ) (2.97)

r=1
where Al'l(Y, z,,) is a homogenous polynomial corresponding to the term of degree r in
5 g P

Y, z,, in the asymptotic expansion of hs. By identifying the terms of (2.90) and (2.96),
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in the same way as [22] we obtain the following result.

Theorem 2.20. The first two terms in the expansion of h verify
WY, 2m) = Y + 2en(0). (2.98)

HAY, 3,,) = ;AIO(Y)Y + Ay (V) (en(20)). (2.99)

Proof. The proof for AN(Y, z,,) is straightforward. For hl2(Y,x,,) we proceed as follows.
Combining (2.90) and (2.96) we get

Kh?](Y, Tp) - VX 4+ ;h[j}(Y, ) P2 - (vTX)®2> u} (o) = K;Y@z (V)22

1Y @ (vmea(y)) - VP @ VIX + 1(:lﬁmen(y))@2 : (VTX)®2> u| (wg). (2.100)

2

By (2.88), we have for Y1,Y, € TV,

ViQY, VP e VX, = Yl(VlT/QXu) = Vg;;’qu
= Y3 (Yau) — Vi Yau (2.101)

The same computation gives
Yi® Yy (V9)2u =Y @Yy - (VI¥) %2y 4+ A(Y]) Yau. (2.102)

We obtain the equality (2.99) by (2.98) and (2.100) . O

2.3.4 Generalized Bergman kernel asymptotics in Fermi coordinates. In this paragraph
we combine the asymptotics of Theorems 2.15, 2.20 to obtain the off-diagonal expansion
of the Bergman kernel in Fermi coordinates stated in Corollary 2.21.

Recall that the map 7, was defined in (2.67) by J,, = —27v/—1Jo(z0), with Jy the
correspondence between the symplectic form and the Riemannian metric as in (2.2). In
the rest of the paper, we will decompose J,, for xy € V; as follows. Let .J,, denote
the endomorphism induced by the complex structure J acting on 7,,X and H, V, :=
T, Vs N Jpo Ty, Vs. Then T, X decomposes as the orthogonal direct sum

Ty X = H,, Vi & Spang(Jy,en(x0), €n(x0)), (2.103)

where J,,eq(20), en(zo) are orthogonal and unitary. The space H,,V is stable by J hence
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by Jy, and we can write Jy matrixwise as

JO’HZOVS 0 O
(Jo)zo = 0 0 —ay, |, (2.104)
0 Qzp 0

with ag, = w(en, Jeq)(x0) > 0, and we have

‘7370|Hmovs O O (\7;30)1/2|on‘/3 O O
Ty = 0 0 20w, | (750)1/2 = 0 2T, 0
0 —2imay, 0 0 0 2man,
(2.105)

ForY € T,,V and z,, € R we define

Zm = Ty + 1T, € C, where Y =Yy + 2, 1Jen(x0),

with Tm—1 € R, YH S on‘/s and |Yv|2 = ’YH‘Q + LL’2

m—1-

(2.106)

Let us introduce P} the horizontal kernel, defined for Yy, Y}, € H,,V by

detc Js 1 ’
A i Vi) o= ST oy (L ()i = V). (Y = V)

1
such that P,, defined in (2.68) verifies, by (2.105),

Pao (Y + Zmen(20), Y + @) ea(20)) = Pl (Yir, Yi) Py (Zms 20, )- (2.108)

We recall that in the above P, ~corresponds to the Bergman kernel on the complex plane
as in Section 2.2.

Let dvry be the volume form on (7}, Vs, gT=o"s) and n;’O the smooth positive func-
tion such that if dv)  denotes the form on T,,X in Fermi coordinates obtained by the
identification along the path (2.79), we have for (Y, z,,) € U, (o)

dvy, (Y, ) = kv, (Y, Tm)dvpy (Y)dn,,  with Ky, (0,0) = 1. (2.109)

As a Corollary of Theorem 2.15, we get the following off-diagonal expansion for the

lel
0z~

Bergman kernel in Fermi coordinates. For Z = (Y, x,,) and o = (f3, j), we write for

o8l gi
oy s szn'
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Corollary 2.21. Let xy € U, and s €| —n/2,1n/2[ such that xy € V5. There exist End(E)y,
valued polynomials J . inY,x,,,Y" and x;, such that for |Y|,|Y'| <&, 2, 2;, €] —n —

s,m — s[, we have the expansion

glalta’| ( 1 /

70970 P T Y, m)s Yla
\a|—S|—l\1aF’)|<l aZaaz/a n- P 0(( , L ) ( Im))
. Zp r/2]_—;m0 1/2Y,p1/2xm7p1/2yl7p1/2x;n)l€‘;’;/o2<y’ xm)/ﬁvl/f(Y J;n))
¢V (X)
k—itl 1 M
<Cp = (1+plY,zn)| + vpI(Y', 27,))
x exp(—cy/fuop|(Y = Y/, 2y — 2!)]) + O(e”0VP), (2.110)
with
Froo Yoz, Y 2l ) = T (Y, 20, Y 2 Y PE (Yig, Vi) Py (2 20 (2.111)

where 2y = Tyt + iy, Y = YH + 2, 1Jey(x0), Y € H, )V and the first term equals

T oo = 1dg,, . (2.112)

As in Theorem 2.15, the above expansion holds uniformly in € -norm taken on x € U,

forl" € N.

Proof. The method for the proof is adapted from [22, Proposition 5.4]. Let xy € Vi, we

have

det(c jzo

Py 02 (Vs om). p Y1) = =5 50

exp(—pfs(Y,xp, Y 2 ). (2.113)

The map f, is defined by

fs(Y, 2m, Y, xlm) = le <<\7x20)1/2(h8(yu Tm) — hS(Yla Im)) he(Y, ) — hS(Yla I;n)>
~3 <jx0h3(Y, Tm), hs(Y' 2! ). (2.114)

rYm

By Theorem 2.20 and the expansion (2.97), we write f; as

Ty,

R0, Vo at) = (T2 =YY =¥+ P00 )2 - (7, YY)

1 1
+ iilim <‘-7950€“(x0>7 Yl) o §xm <*7900€n<x0)7 Y> + gS(K L Yl? l‘;n), (2'115)
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where g5 is the remainder of the expansion of fs in Y, Y’ x,,, 2 and is therefore of order
at least 3 in Y, x,,, Y', 2/ . Then by (2.108), (2.113) becomes

Puo (0 ho(Y, ), 0 Phs (Y 27,))
= PE Y, p Y] Pa,, (0" 2, 0" 20,) exp(—pgs (V. 2, Y, 2,)). - (2.116)

We use the same trick as [34, (7.2.19)], and write the Taylor expansion of pg as follows

pgs (VY al) = > p@m0 gl (p1 2y, pt2Y7 pt 2, M2l ), (2.117)

>3

with gl the term of order 7 in the Taylor expansion of g,. Combining with the exponential

series expansion

exp(—pgs) = > (_kl!)k (pgs)*, (2.118)

we get that there exist polynomials (); ,, such that

Puo (0" hs (Y, ), 20 (Y, 2],))
— Zpn_i/QQi,xo(pl/nyp1/2xm7p1/2Y/ 1/2 / )PH( 1/2Y 7p1/2YH)PaxO <p

120

1/2 1/2, ")

Zmy D
+O(p~™). (2.119)

In the above Qo 4, = Idg, . By Theorem 2.15 we have

szo(h (Y, ), hS(Y, ) )

rYm

= 30" o (0P R (Y ) 0 PR (Y 0, Py (2R (Y ) 0 PR (Y )

r>0

Kol 2 (hs (Y, ) il (hs (Y7 20,)) + O(p~). (2.120)

o

Again we write the expansion of p'/2h, as

PP (Y, 2,) = pU 2RI (p1 Y, pt 2, (2.121)
i>1
and we apply to (2.120) the same method as before and write the asymptotics of
—1/2 ~1/2 . :

Kol 2(hs(Y, ) and k312 (hs(Y', 2),)) in the same way as for g, and h, and combine

with (2.119).
We then use (2.87), and proceed again with the asymptotics of 6"®F(Y, z,,) in the
same way. After the above steps the asymptotics we obtain remain of the same form

s (2.119), only the polynomials change and we obtain (2.110). To compute the first
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term we use Qo.o, = Idp,, and the first order expansions iy, (hs(Y, )y, (Y, 2m) = 1+
p RO 2Y, p22,]) and BV EF(Y, ) = 1d + p~20(|p'2Y, p ) and get (2.112).
The fact that hy is a diffeomorphism ensures that |h (Y, ,,)| is controlled by |(Y, z,,)|. O

2.4 Asymptotics for the Toeplitz operator Ty,

This section is organized as follows. In Sect. 2.4.1, thanks to the appropriate choice
of coordinates in (2.103), (2.104), (2.105) and in the Bergman kernel expansion in Fermi
coordinates (2.110), we obtain the full off-diagonal kernel expansion for Ty, by reducing
the problem to the case of Section 2.2. This expansion is stated in Theorem 2.24 and
combined with the estimates of Lemma 2.23 it implies Theorem 2.1. In Sect. 2.4.2 we prove
Theorem 2.3 by applying similar techniques. In Sect. 2.4.3 we prove the trace asymptotics
of Corollary 2.4, then we deduce Corollary 2.5 from Corollary 2.4. In Sect. 2.4.4 we prove

the technical result stated in Lemma 2.25.

2.4.1 Kernel asymptotics for Ty, and proof of Theorem 2.1. For z,y € X, by definition

of Ty, we have
Twy(x,y) = /W P,(x,2)Py(z,y)dvx (). (2.122)

For s €]—n/2,n/2[ and z( € V;, we introduce the following subsets of U, .(x) and U, . (o)

U, (o) = BT0Y:(0,e)x] —n— s, —s], Uy (o) = BT0Y+(0,e)x] — s, — s[, (2.123)
Z/{?;E(l'o) = wIO<U7;E(x0))7 u;;(l’o) = me(U;fg(xo)). (2124)
R L I e R R L e Ul
BYs (g, €)
0 u;:e(xo) 4 ;0 Vs
s : V=Y
un,a(xo) <
—N—S¢ -----------OOEOEEOCE .. —n

Figure 2.4 — The neighborhoods U, (%o) and U, (o), in the case s € [0,7/2].

Note that although the definition of U, (o) and U, (o) suggests they might depend
on s, it is not the case (see figure 2.4). By [22, Corollary 3.2], the lemma we state below

holds, as a consequence of the Bishop—Gromov inequality.
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Lemma 2.22 ([22, Corollary 3.2]). Assume that there exists s > 0 such that the Ricci

curvature of (X, g'™) satisfies the lower bound

Ricyrx > —(m — 1)s, (2.125)
where m is the dimension of X. Then there exists a constant C' > 0 which depends only
onn,s,rx such that for any xg € X, k > 2(m — 1)4/s, we have

/Xexp(—kd(xo,x))dvx(a:) < ]S; (2.126)

The following results come from the exponential estimates (2.7) combined with the
inequality (2.126).

Lemma 2.23. Using the notations above there exist po € N, ¢ > 0, such that for | € N
there exist Cw, Clyy, Ciw > 0 such that for p > po

(i) If x,2' € X,

T (0, )1 x) < Crwp™Pe Vi), (2.127)
(ii) If v € We,
| Tiwp (2, 7)1 (x) < O yp™ T 2emeVPi@V), (2.128)
(m) If x € W\V,
|TW,p($7 17) - Pp(ﬂf, $)|cgl(x) S Cvl/prn+l/26—c\/ﬁd(a:,v)‘ (2129)

() If v € U (w0) and y € Uy (w0) for some xg € V,

Twyp(x,y) = Bp(z,y) — /M_ (o) Py(z,2)Py(2,y)dvx (2) + O%l(X)(an/Qe*cn‘/ﬁ).
| (2.130)

(v) If v €U, (x0) and y € Uy, (x0) for some xo € V,

TW,p<xvy) = ~/Z/{+ (z0) Pp(xv Z>PP<Z>y)dUX(Z) + O%Z(X)(pn—i_l/Qe_cnﬁ)' (2131)
n,e\T

In (iv) and (v) the terms Oy (p"+/2e=“1VP) are to be understood in the same sense as

the inequalities in (i), (ii), (iii).

Proof. Since (X, g"¥) is of bounded geometry, there exists s > 0 such that the Ricci

curvature satisfies the lower bound
Ric,rx > —(2n — 1)s, (2.132)

70



Asymptotics for the Toeplitz operator Tyy,,

therefore Lemma 2.22 holds and we will make extensive use of it.

(i) If z, 2" € X, applying (2.7) in (2.122), and the triangle inequality to get d(z,z”) +
d(z",2') > 3d(z,2") + 3d(z,2”), by Lemma 2.22 we get that there exists Cjy such
that

T (2, 7)1y < Cowp™ T/ 2e™VPHE2) yol (). (2.133)

(i) If x € W\ U, applying Lemma 2.22 and (2.7) in (2.122):
Twp(x, 7) | x) < Cfp%*l/ze’c\/ﬁd(x’v) /W e’c\/ﬁd(’”’z)dvx(z), (2.134)
we can then apply (2.126) and get
Twp(@, @) |1 (x) < Cfyp™ e VPV Oy (2.135)

in particular Ty, (z, z) has exponential decay in p.

(iii) If z € W\ U, by definition of T}, and (2.7) we get

Ty (,2) = Byl < [P, )Py 0) fgridox ()

< Cfp2n+l/2670\/ﬁd(x,\/)/ Cefc\/ﬁd(m,z)dUX(Z)
(2.136)
< Cl2p2n+l/267c\/ﬁd(r,‘/)/ e*C\/ﬁd(V’Z)de(z)

c

< C«l/prn—&—l/Qe—Qc\/ﬁd(:v,V) 7

where for the last inequality we applied Lemma 2.22 again. We conclude that
Tw,(x,x) has the same asymptotics as the Bergman kernel up to exponentially

decaying terms in p.

(iv) If 2 € U;f (v0) and y € U, ., we split the integral expressing Ty, (z,y) as

Tuy(r,5) = Byles) = [ Byl 2) Pyl p)dvx (2)
7,6 (L0

— P,(x,2)P,(z,y)dvx(z). (2.137
o Bo@ 2Pz ydn(2). (213)
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By (2.7) we have

‘/ | )Pp(ﬂf,Z)Pp(z,y)dvx(Z) < |P,(2, 2) Py, ) g1y dvx ()
n,e(Z0

¢L(X) B We\Uy, e (z0)
< Ol2p2n+l/2€—cn\/f7 e—c\/ﬁd(z,y)dvx (Z) < Cl2pn+l/26—cn\/ﬁcll/v'

et (2.138)

As before, we obtain the last inequality by applying Lemma 2.22.
(v) Itz €U, (), and y € Uy (o), we write

Tupe.)= [ B DRG0 P 2R e (2),
(2.139)

applying again Lemma 2.22 and (2.7), we obtain

P,(z,2)Py(z,y)d
|/W\Un,g(x0) p(l‘ Z) p(z y) UX(Z)

</ Py, 2) P2, ) et ey dox (2)
LX) WA\Un,e(w0) P P X

< OZZC«II/Vpn-i-l/Qe—cn\/ﬁ.
(2.140)

This completes the proof of Lemma 2.23. m
Theorem 2.24. Let x € U, and s €] —n/2,1n/2[ such that we can write v = xy € Vs. With
the notations of Corollary 2.21, there exist End(E),,-valued polynomials Qy o in'Y, T, Y’

and x!,, such that for |Y|,|Y'| < e, xm, 2, €] —n — s,n — s, we have the expansion,

(i) If (Y, 2m) € U, (o),

TWJ’@O ((K l‘m), (Y/7 .T;n))

= Py (Vo). (Y, 25,)) = P (Y ). (Y, 2t ) erfe (W ( + ’”5”))

J— =/ 2
+an_r/2Qr,xo(p1/2K pl/me,pl/QY',pl/Qx;n,pl/QS) exp (—pwam (s + 27”22’2m> )
r>1

+O(p~™). (2.141)

(i) If (Y, 2m) € Uy (20),

Tops (Y 20)s (Y, 2)) = oo (Y, ), (Y, ') Jerfc (W% (—s _ m))

+3 " 2Q, 4y (pM2Y, p P, p Y p el p' 2 s) exp (—pmxo (s 4 Im .Zm> )
r>1

+O@p™®). (2.142)
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Asymptotics for the Toeplitz operator Tyy,,

In the above the quantity Q, .,(Y, xn, Y’ x],) is defined by

Qroo (Vs T, Y, 20,) = Qrng (Vs Ty Y, 20 ) P (Yir, Yig) Py (25 21 (2.143)
and Qg 1= Wy (en(T0), Jugen(xo)). Notice that since from (2.33) we have erfc(z) = 1 —

erfc(—z), the formulas (2.141) and (2.142) are actually the same.

Proof. We start by proving (ii). By (v) of Lemma 2.23 we have, for (Y, z,,) € U, _(z)
and (Y, z,) € U, (o),

T (Vo) (Vo) = [ BV, (V7)) P (), (V)
kv (Y 2l Ydopy (Y dzl, + O(p~™°). (2.144)

By the Bergman kernel asymptotics (2.110), Tw,p (Y, z), (Y, 27,)) admits the expan-

rY'm

sion

TW,p,m()((Y’ Im>’ (Y’,x’ )) _ Z anf(r+q~/)/2/li‘—/i€/02(Yv7 xm)’ﬁ_/;/f(y/ x )

r,r'>0
]r,r’,xo(p1/2Y7pl/meap1/2Y/,p1/2l{m), (2145)
where
Lyt g (P2Y, pM P, p PV VP2l ) = / - T @Y p P, p Y p )
(Y”,l‘%)GUn’E
Vo PR p R p Y pt e Ydory (Y )d),. (2.146)

By the exponential decay property of the Bergman kernel, up to a O(p~>) term the
integral above is the same as the integral over Y € T, Vi and —s < 2!/, < 400, which
corresponds to integrating over Y}, € H,,V; and 2!/ € H_,. After a change of variable in
p2Y] p'/?2" | we apply Corollary 2.9 where we replace o by oy, and s, z, 2’ by —p'/?s,
P22, V22

1. there exist Q. 4., Ry, 2, pPolynomials such that

y - (pl/QY, p1/2xm7 p1/2yl’ pmx;n)

=/
= p_nRT,T’,J:() (pl/QYHapl/Qvapl/QYI,{7pl/quln)erfC <\/ pﬂ—aa:o <_8 - m>>

2
n Zm — 2o,
D" Qrr g (DY PV, P2 2, p Yy, Y22 M) exp (—pmxo (—s - ) ) .
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By Corollary 2.9, the terms R, , ., correspond exactly to the terms in the asymptotics
of the Bergman kernel and Qpp,, = 0. A similar computation starting from (iv) of

Lemma 2.23 proves (i). O

Proof of Theorem 2.1. Theorem 2.1 is a particular case of the results in Lemma 2.23
and Theorem 2.24. O

2.4.2 Proof of Theorem 2.3. This paragraph contains the proof of Theorem 2.3.

Proof of (1). We start by proving (1) of Theorem 2.3. We begin with the case g(X) =

X9 — X7 and we introduce
IL, (21, ..., 2q) == Py(x1,22) ... Pp(xg—1,24) Py(2g, 21). (2.148)
We will use the same formula as [18, Lemma 5.1],

(T =T o) = [ Wpga(wan o ap)dox(on) o dox(zy). (2149)
qx c

Let v € X, 21,...,24 € W and x441 € W€ By the triangle inequality and the exponential

estimates (2.7) we have, on the one hand

q+2)n+k/26—c\/f)maxlgi§q+1 d(z,xi)e—c\/ﬁd(x,xtﬁl)
)

(2.150)

My g2z, 1o T gn(xarz) < C’g”p(

and on the other hand

My gio(@, 21 .o, Tgy1) |gm(xatzy < CFF2plat2nth/2—eypmaxigisqrr d@ai) g=ey/pd(@a1)
(2.151)

If v € We d(z,z1) > d(z,V) and if v € W\ 'V, d(x,2,41) > d(z,V). From the above

inequalities we get

q+2)n+k/2 ;—cy/Pmaxi<i<q1 d(@,ai) ;—c/pd(z,V)

(2.152)
Applying (2.152) and the inequality maxi<;<q+1 d(zo, ;) > q%(d(wojxl) + d(zo, 22) +

’Hp,q+2($a T1... ,xq+1)‘<€k(xq+2) < CgHP(

...+ d(x9,2441)) We obtain

(T, — Tty ), )

TH(X)
c\/D q c/D
< O platanth/2gmey/pd(,V) </W e wrr e gy, o ($1)> (/ . e_ﬁd(r’xq“)dvx(flfqﬂ)) :

(2.153)
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By the Bishop-Gromov inequality (2.126) we get that there exists Cj ., > 0 such that

(T, — Ty ) (2, 2) < Chgnp e VP, (2.154)
“(X)

Point (1) of Theorem 2.3 is a consequence of the above inequality by writing any polyno-
mial vanishing at 0 and 1 as a linear combination of {X% — X7} ;. O

Proof of (2). Let us now prove point (2) of Theorem 2.3.

Proof of (2.19). Let ¢ € N\ {0}. Recall the quantity II, 4o was defined in (2.148). To
compute the kernel of the operator Ty, , — Tgvfpl we will use again the formula (2.149). By

the triangle inequality and the exponential estimates (2.7), we get

) < Cg+2p(Q+2)”+k/2€*C\/ﬁmaX1§i§q+1 d(zywi)efcx/ﬁd(rq@qﬂ)’

|Hp,q+2(1:7 Ty1... ,LE’qul) Ek(Xat2
(2.155)
which we can write as, for x1,...,2, € W, 441 € W€,
2 _ ) N
Mpgi2(T, @1, s Tgp1) g (xarzy < CFF2platmth2emevpmaxisicar dew) gmev/pd(rar, W),

(2.156)
Let s €] —n/2,n/2[ and 2o € V, such that zy = exp; (sex(yo)) for some yo € V. By
(2.149) we have

\(Tav,p T8 (o, o)

— IL, g+2(0, 1 - . ., Tg1)dvx (1) - . . dox (Tgs1
oty P et )dox(m) (qs1) crxy (2.157)

<

/ Cg+2p(q+2)n+k/26—c\/ﬁ maxi<i<q+1 d(0,%i)
(WU < (20)) 9% (W\Usy < (20))

X efcﬁd(qurle)dUX (J,’1> e dUX<xq+l)’

Since max;<;<g11 d(xo, ;) > q%(d(xo, r1)+d(xg, x3)+. . . +d(x, Tg41)) and d(zg1, W) >
n we get

Tq —Tq+1 To, X9 —/ 11 o2\To, L1 ...,T 1dUX I ...d’lJX{L'
|( W,p W,p)( ) U+ (20)) 9 XUo (30) D4+ ( q+) ( ) ( q+1) o0
q
< Cor2plat2nh/2g—cypn </ G—Z—ﬁd(xo,m)dvx (x1)>
(W\Uyj e (z0))
— 2 d(xo,zq11)
X e ettt qy (o .
</W°\un,s($0) x(Tgn)
(2.158)
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Applying Lemma 2.22 to the integral terms in the above inequality, we obtain

TS — T (2, :/ IT L0, L1 ..., Tor1)dvx (1) ... dox(z
(T, — Twp ) (o, o) U (o)t (00) pa+2(Zo, T1 g+1)dvx (21) x ()

+ O(p™Th2eevin) - (2.159)

The localized version of the above equation becomes

T ! QOz/ T, o v0 0 (0, (Y, 2m1)s - - s (Yors, T
( W,p,xo Wyp,wo)( ) (U:,re(wo))qXUﬁe(Io) p,q+2, o( ( 1 ,1) ( g+1 ,fH—l))

XKV,zq (Yb l’m,1) ce KJV,zO(YqH; Cl?m,q+1)dUTY(Yl) cee dUTY(Y;I+1>dxm,1 o dﬂ?m,q+1+0(]foo)a
(2.160)

where

Hp,q+2,x0 (0; (Y17 xm,l)u sy (}/q—&-ly xm,q-{-l)) =
Po (0, (Y1, me)) S Pp,zo((yzl’ xm,q)a (Y¢1+17 xm,q+1))Pp,xo((Yq+1a xm,q%—l)a 0). (2.161)

By the same procedure as in the proof of Theorem 2.24, we decompose the above integral
in the coordinates Y; g, 2,4, use the Taylor expansion of hs(Y,x,,) and of ky,,, and
integrate over Wy ; = pt/ 2YH,Z- € T,,H. We then obtain

(Tg[/,p - TII/JI;,rpl)(x()? l‘o) = anik/zlk,qwo (pl/ZS) + O(pim% (2'162)
E>0

where there exist End(F),,-valued polynomials ay 4 ,, such that after a change of variable

2 = pl/szvi the integral over z,,; writes as

1/2 .\ _
]k}7q7$() (p S) - %m(zl) 77777 Im(zq)>_p1/25 a/k',q7$() <Zl’ T 7Zq+1)
Im(z4+1)<—p/%s

X exp ( — % (MZ,7) )d/\(zl) oo dXN(zg41), (2.163)

with A the Lebesgue measure and M such that

Ty,

(MZ,Z), (2.164)

— Q21 (21 — B2) — oo — MOy 2q(Zg — Zg1) — T 2g1 | = —

so that we have

Tl

P

Qg

(07 Zl)P

Qg

(21,22) -+« Py (2441,0) = ol exp ( - (MZ,Z) ), (2.165)

76



Asymptotics for the Toeplitz operator Tyy,,

with Z = (x1,y1, ..., Tg+1, Yg41)s 25 = x; + 1y;. From the first term in the expansion of
the Bergman kernel (2.110), in the formula (2.163) notice that we get
detc(Tug | mv)

Q0,q,20 (217 SRR ZQ+1) = W@gjz, (2166)
the term (27)~™=Y dete J,, | v is what remains after integration along the variables Yiu
which amounts to composing ¢ + 1 times the horizontal Bergman kernel Pg defined
in (2.107). The matrix M in (2.163) can be given explicitly as the 2(q + 1) x 2(¢ + 1)-
matrix defined blockwise by M;; =21Ids,1 < j < ¢+ 1 and

-1 i : ,
M; ;1 = (_Z. _1) ;o My = M), 1<j<gq, (2.167)
and M;; = 0 otherwise. Notice that Re(M) is positive definite. Let g > 0 be the
smallest eigenvalue of Re(M). Let di be the degree of ay ... On the compact tubu-
lar neighborhood U, the coefficients a,, and the coefficients in front of each mono-
mial of the polynomials a4, are bounded and we have an inequality of the form,

for a = ming, ey, Qy,

T
a8 ) S foer oo gros Cra1HZP) 2 exp (=Tl 2 ) dA(z1) . Az,
Im(zq41)<—p'/2s

(2.168)

which implies by integrating over z,...z, € C,

g %s)] < [

Im(z44+1)<—p*/%s

yiye%
Clg(1+ |zt P2 exp (= plzgia?) d(zg0)- (2169

therefore I, ,.,(p*/?s) has exponential decay in p?/2s% exp (—%pﬁ) for s > 0 Note
that the above inequality only depends on s > 0 and not on zy € V. To handle the case

s < 0, we instead write

Tioue (p28)] < Cl (14 212+ ..+ |2, 2) /2
[ hg.00(0775)] < (o) (o) g (14 [21] |24%)

exp (—W;‘M(\ZIF T yzq|2)) A=) ... dN(z). (2.170)

This proves (2.19) for g(X) = X9 — X", When ¢ is any polynomial vanishing at 0 and

1, we conclude by decomposing ¢ in the basis {X? — X7t} o,

Proof of (2.20). We first state a technical lemma, which we prove later on in Section
244.
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Lemma 2.25. Let M be the matriz defined (2.167). Set

T
Jo(s) = ﬁm(m oo OXD (—2 (MZ, Z>> d\(z1) . .. d\(zo11), (2.171)

.....

Im(zg41)<-—s
Then we have

1 )
e~ WHV2m)® gy 2.172
N y ( )

Jy(s) = /OO (erfcq(y) - erfcq+1(y)>
From (2.166), applying the change of variable Z’ =, /a,,Z in (2.163), we get

det@ jx
1o.q.20 (p'/?s) = Mdzo Jy(87/Dsy), (2.173)

by (2.172), this proves (2.20) for g(X) = X?— X1, When g is any polynomial vanishing
at 0 and 1, we conclude by decomposing ¢ in the basis {X? — X%} ;. This proves (2)
of Theorem 2.3 and finishes the proof of the theorem. m

2.4.3 Trace asymptotics for 7y, proofs of Corollary 2.4 and Corollary 2.5. In this
paragraph we prove Corollary 2.4, from which we then deduce Corollary 2.5. The proofs
also start with the case g(X) = X7 — X9*1,

Proof of Corollary 2.4. We integrate (2.162) over s €] —n/2,n/2[ and obtain

n/2
To(TY,,~T8) / ds /moev (T, — Ta) (@0, 20)) w(0, 5)dvy (o) + O(p~>)

n/2

n/2
3 e / s / Tr(I gm0 (P28)) (20, 8)dvy (0) + O(p~™)
>0 77/2 zoEVs
— Y k/2/ Tpg.s(P28)ds + O(p™),
k>0

(2.174)

where k is such that dvx(xzo) = k(zo,s)dvy(xg)ds with k(x9,0) = 1 and to get the

form (2.174) we take the trace and write the Taylor expansion of k(zo, s) as

K(wo,8) = 3 p P eray(p?5)" + O(p™), (2.175)
k>0
where ¢p,, = 1, and then we integrate over xy € V,. By change of variable s’ =
p*/?s, (2.174) becomes
Vpn/2
Te(TY, — T4 = 30 prk/z-1/2 / i gmei/25(8)ds + O(p~). (2.176)
k>0 —VPn/2
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Asymptotics for the Toeplitz operator Tyy,,

Decouple the variables and write the expansion of Ji ,+(s) at ¢ = 0 uniformly in s as

Tt (s) =D frja(s)t, (2.177)

7>0
where each fi; has exponential-type decay in s* by (2.169) and (2.170). We now get

VPn/2 A
TH(Th, — Tiiy) = 30 p 69020 [T f ()5 + 0=). (2.178)
3,k>0 —v/pn/2

By the decay property of the functions f ;,, this gives

(T, — T = 3 22 [ (9)5ds + 0. (2.179)

7,k>0

We therefore obtain the asymptotics of the trace

Te(T, — Toh ) = 3 " 2ay (W) + O(p~). (2.180)

k>1

Let us now compute the coefficient a; ,(WW). The integral we need to compute involves
the first coefficients of each expansion (2.174), (2.175), (2.177), therefore we have

ang(W) = k() [ +: [ Toa()den () ds (2.181)

By (2.173) we have

a1,4(W) :rk(E)/ dete(Jroluv)

v (2mnt [/_O;Jq(s awo)ds} doy(zo), (2.182)

By Lemma 2.25 we get
oo oo oo 1
/ Jy(8y/Qgy)ds = / / erfcq(y) - erfcq+1(y))\/_e_(y+\/ 2rano®)” gy ds
—00 ™

(2.183)
erfcq erfch(y)) dy,

Vi 27rax0

to get the last equality we applied Fubini, the change of variable s’ = y 4+ /2may, s, and
used the fact that [*°_e~*"ds’ = /. Hence (2.182) becomes

a1,,(W) = (2rn) V2 1k(E)C(V)C,, (2.184)
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with

Cy = /_O:o (erfcq(y) — erfcq+1(y))dy, C(V):= /mev detE[:2(7§761()_|111r‘/)\/O‘_a:odvv(l"O)'

(2.185)
Notice that if we assume Jy = J, we get C'(V') = vol(V). From (2.180), (2.184), (2.185)

we obtain for g : [0, 1] — R polynomial vanishing at 0 and 1, the asymptotic expansion

Tr(9(Twyp)) = Y argW)p" 2+ O(p~), with ay, = (2m)"21k(E)C(V)I(g),

k>1
and I(g) = /OO g (erfe(z)) dx.

- (2.186)

In the case where g only vanishes at 0, applying (2.186) to g(x) := g(z) — g(1)z proves

Corollary 2.4. O]

Proof of Corollary 2.5. To get Corollary 2.5 from Corollary 2.4, it is sufficient to adapt
the proof of Charles—Estienne in [18, §6, pp. 546-548]. For (2.26), their proof relies on the
fact that the spectrum of g(Tw,,) is nonnegative and on the Stone—Weierstrass polynomial
approximation theorem. To get (2.27), the idea is to approximate the function 1, from

above and below by continuous functions vanishing near 0 and 1. [

2.4.4 Proof of Lemma 2.25. In this paragraph we prove the technical result of Lemma
2.25. Recall that

m
T = frer) (oo 5P (-2 (MZ, Z>> dA(z1) ... dM(zg11), (2.187)

Im(zg41)<—s

Let A’, B’ be the (¢ + 1) x (¢ + 1) matrices defined by

2 -1 0 0 1 0
-1 . -1 . e

A= : B = . (2.188)

IR | AR |

0 -1 2 0 -1 0
Notice A’ is the matrix of the discrete Laplace operator. For X = (z1,xa,...,2441),
Y = (y1,y2,- -, Ygs1), Z = (1,91, - -, Tgs1, Ygt1) and since B’ is skew-symmetric, we get
MZ,7) = (AX,X)+(AY,)Y)+2i(X,BY). (2.189)
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Asymptotics for the Toeplitz operator Tyy,,

Hence the equality

W= foon [0 G (AXX) £ (AYY))
exp [im (X, B'Y) dA(X)dA(Y),
— o3P |3 AV FOOAAY),

77777

Yg+1<—$

(2.190)

and we recognize a Fourier transform

F(Y) = exp [—g (A'X, Xﬂ exp [im (X, B'Y)] dA(X)

/(ml,...mq+1)€Rq+1

- fon oo ()] (Lo

= 2@tD/2(det A)V2F (exp [—7 (X, X)]) (—1

ﬂ(A’)‘I/QB’Y>

— 203t A) V2 exp |~ T ((A)BY. (4) B

— 20/t A) V2 exp |- T (BT (4) YY) (2.191)
We now have to compute

Jols) = 200/ (des 4) V2 exp [—g (A +B"(A)'B)Y, Y>] AA(Y).

Y1s-5Yq>—8
Yq+1<—5
(2.192)
Set
Ey = Diag(q+1,2¢,3(¢ — 1),...,2¢,¢ + 1),
0
q 0 0
¢g—1 2(g—1) 0 (2.193)
E2 = .
q—2 2(¢—2) 3(¢—2)
1 2 3 ---q 0
Notice BT = —B', det A’ = (¢ + 2) and the inverse of A’ is given by
1
A= —— (B + B+ Ej). 2.194
q+2( 1+ B + Ey) ( )
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We compute

0 2 0
—(¢+1) 0  3(g—1) 0 0
0 —2 0 A(q -2
BE, q (¢ —2) |
0 —3(¢g-1) 0 0
0 ' q+1
0 —2¢ 0
q 0 (2.195)
¢—1 2(¢g—1) 0
-2 2(¢-2) 3(¢—2) 0
—2 —4  3(¢g-3
B'E, = (=3) :
—6 0
: 2(¢—1) 0
q—1 q 0
-2 —4 —6 —2(g—1) 0 0
00 —2(q—1) —6 —4 —2
0¢ (¢-1)
0 2(¢-—1)
B'El = — 0 - 0 : (2.196)
- 3(q—3) —4 —2
0 3(q—2) 2(q—2) -2
0 2¢-1) ¢g-1
0 q
and we get (q +2)B’A'""! = Dy + D,, with
¢ 2 0
-2 qg—2 2(q-1) 0 0
0 -4 —4 2q-2
Dy = | g (q_ ) , (2.197)
0 0 —2(q-1) —q+2 2
0 —29 —q
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Asymptotics for the Toeplitz operator Tyy,,

0 0 2(g-—1) 6 4 2
0 T
-2 6
DQ == —4 4
—6 2
-2 —4 —6 —2(g—1) 0
We compute
—2q q 2q 0
—(¢-2) -2¢ q¢-2 2(¢—1) 0
4 —(¢—4) —2¢ q¢-4 2(q-2)
D\B'= 0 6 ' 0 ,
4
0 —(¢—2)
0 2q q —2q
0 —2(¢g—1) —2(¢q—2) 4
0 0 —2(q—2) —2(¢g—3) 4
0 —2 0 —2(q — 3)
4 -2 —4 0 4
DQB/ =
4 —4 —6 —2
—6 —2
4 —2(q¢—2) 0
4 4 —2(q—-2) —2(¢—1)
And we get
—2q —(qg—2) 4 4
—(¢—2) -2¢ —(¢-2)
(¢+2)B'A™'B = 4 —(q—2) 4
: e : —(q-2)
4 e 4 —(q—2) —2q
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Therefore we have

4
A +BTA™'B' =41d ———Ones = 2571, (2.201)
q+2
with
|
1

Y= i(ld +Omnes), and Ones:=[: - [. (2.202)

|

Since det A’ = (g + 2), from (2.192) and (2.201) we get
9(g+1)/2
Jq(s) — m Ylyeery yq>—5
q Yg+1<—5
(1/27r)(‘1+1)/2 1 .
- a2 Al yg>—v/2ms SXP (‘2 <E 1Y,Y>> d\(Y).

q+2  JYlo
2q+1 Yg+1<—V2Ts

In order to compute J,, we will now apply the following result of Steck-Owen [44].

exp (—7? <Z_1Y, Y>) d\(Y')

(2.203)

Theorem 2.26 ([44, (D)]). Let (X1,...,X,) be a multivariate equicorrelated Gaussian with
E(X;) =0, E(X?) =1 and Cov(X;, X;) = p if i # j. Let us denote by F, ,(s) = P(X; <
S,..., X, < s) the distribution function.

Then if p > —1/(n — 1) we have

0 s pl/2 n
Fo(s) = / [G ((1_[;)172” G (y)dy, (2.204)

—0o0

with G(x) = erfc (—%x), G'(z) = \/%e_%ﬁ. The function G is holomorphic and in the

case —ﬁ < p <0, the expression above still holds when taking p'/? = /—1|p|*/2.

By the expression (2.203) and the symmetries of the Gaussian law, we have
Jy(s) =P (Xl <V2ms,..., X, < 27rs) —-P <X1 <V2ms,..., Xg1 < \/2713) , (2.205)

where (Xi,...,X, 1) are equicorrelated centered Gaussians with covariance matrix X
defined in (2.202), therefore E(X?) = 1 and for ¢ # j, Cov(X;, X;) = 1/2. Applying the

above theorem we obtain

—0o0

J(s) = / - Herfc (—\/ﬁw

) oo )]
2.206)

and by change of variable v/ = —v/27ws+ %y we get (2.172). This proves Lemma 2.25. [
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3 Fubini-Study forms on punctured Riemann

surfaces

This chapter is a joint work with Xiaonan Ma and Lei Wang [2].

3.1 Introduction

In this paper we study the asymptotics of the induced Fubini-Study metrics by Kodaira
maps of high tensor powers of a singular Hermitian line bundle over a Riemann surface
under the assumption that the curvature has singularities of Poincaré type at a finite
set. We show namely that the quotient of the induced Fubini-Study metrics by Kodaira
maps of high tensor powers of the line bundle and the Poincaré model near the singularity
grows polynomially uniformly on a neighborhood of the singularity as the tensor power
tends to infinity. In [5, 6], Auvray, Ma and Marinescu obtained a weighted estimate in the
C™-norm near the punctures for the difference of the global Bergman kernel and of the
Bergman kernel of the Poincaré model near the singularity, uniformly in the tensor power
p of the given line bundle; and an application in arithmetic geometry is the sharp uniform
asymptotics of the sup-norm of automorphic (cusp) forms associated with a Fuchsian
group of the first kind which was studied by Ullmo, Kramer ... [39, 27, 23]. Moreover,
in [7] they also show that the quotient of the global Bergman kernel and the Bergman
kernel of the Poincaré model near the singularity tends to one up to O(p~>°). This paper
is an application of the results and the method of [6, 7].

Following [47], an important application of the expansion of the Bergman kernel is
the convergence of the induced Fubini-Study forms by Kodaira maps. For more works
on Bergman kernels, cf. [17, 20, 35, 48, 22|, and we refer the readers to the book [34]
for a comprehensive study of Bergman kernels. Donaldson [21] uses the expansion of the
Bergman kernel to study the relation between constant scalar curvature Kahler metrics
and Chow stability. Coming to our context, an interesting problem is the relation between
the existence of special complete/singular metrics and the stability of the pair (X, D)

where D is a smooth divisor of a compact Kéhler manifold X; see e.g. the suggestions
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of [46, Section 3.1.2] and [30], for the case of “asymptotically hyperbolic Kéhler metrics”,

which naturally generalize to higher dimensions the complete metrics w studied here.

We place ourselves in the setting of [6] which we describe now. Let 3 be a compact
Riemann surface and let D = {a;,...,ax} C ¥ be a finite set. We consider the punctured
Riemann surface ¥ = ¥ \. D and a Hermitian form wys, on ¥. Let L be a holomorphic line

bundle on Y, and let h be a singular Hermitian metric on L such that:

(i) h is smooth over ¥, and for all j = 1,..., N, there is a trivialization of L in

the complex neighborhood Vj; of a; in 3, with associated coordinate z; such that
13 (2)) = [log(l%]?)

(ii) there exists € > 0 such that the (smooth) curvature R* of h satisfies i RL' > ews, over

I

¥ and moreover, iRY = wy on V; := V; \ {a;}; in particular, ws, = wp- in the local

coordinate z; on V; and (X, wsy) is complete.

Here wp+ denotes the Poincaré metric on the punctured unit disc D* =D\ {0}, where D
is the unit disc, normalized as follows:
idz \Ndz

L . 3.1
0 R log([4?) (3.1

For p > 1, let h? := h®P be the metric induced by h on LP|y, where L? := L®P. We
denote by H (02)(2, LP) the space of L*-holomorphic sections of LP relative to the metrics
h? and wy, endowed with the obvious inner product. By [34, (6.2.17)], the sections from
Hy (3, LP) extend to holomorphic sections of L over X which vanish on D. In particular,
the dimension d, of H, ?2)(2, LP) is finite.

We denote by B,(+) the Bergman kernel function of the orthogonal projection B, from
the space of L*-sections of LP over ¥ onto H, (02)(2, LP). It {S) }Zlil is an orthonormal basis
of Hy (%, LP), then

B,(x) = z 1SP@)[2, (3.2)

Note that these are independent of the choice of basis (see [34, (6.1.10)]). Similarly,
let B)" (x) be the Bergman kernel function of (]D)*,wD*,C, log(|z|2)‘p ho) with hg the flat

Hermitian metric on the trivial line bundle C.

We fix a point a € D and work in coordinates centered at a. Let ¢y, be the holomorphic
frame of L near a corresponding to the trivialization in the condition i. By the assumptions
i and ii we have the following identification of the geometric data in the coordinate z on

the punctured disc D, of radius 4r centered at a, via the trivialization e, of L,

(S ws, L, h)

*
D47"

= (D%, wp+, C, hpe = |log(|2)| - ho)| ., with 0 <r < (4e)”". (33)
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In [7], Auvray, Ma and Marinescu proved the following estimates.

Theorem 3.1. [7, Theorems 1.2 and 1.5] If (X,ws, L, h) fulfill conditions i and i, then

forallk € N, Il € N* and Dy,--- ,Dy € {662,862}, there exists C' > 0 such that for any
p € N* we have

(Dy---Dy) ( ég%g; (2) — 1)‘ <opt. (3.4)

sup
zeV1U...UVN

Let us consider the Kodaira map at level p > 2 induced by H (02)(2, LP), which is a

meromorphic map defined by
Jp2) 1 8-> P(HY (S, L7)") = CP7™', 2 {0 € HY(S,LP) 1 o(z) =0}.  (3.5)

By [7, p2364], J, (o) is an embedding for p > 1.
The L*-metric on Hyy (2, LP) induces a Fubini-Study form wps, on the projective
space P(Hy) (%, LP)*). We have by [34, Theorem 5.1.3, (5.1.21)]

Lo, i i
EJP,(Q)wFs,p = %RL + %88 log(B,). (3.6)

From (3.4) and (3.6) (cf. [7, Theorem 4.1]), we have, as p — 400,

1, 1 i = D* e

]; p,(Z)WFS,P = ng + %aﬁlog(Bp ) + O(p ), (37)
uniformly on V; UV, U --- U V. Note that, by condition ii, we have

wpr = wy, = iRY = —i0dlog ’ log(]z|2)‘ on Vj. (3.8)

The main result of the present paper is the following estimate of the quotient of the

induced Fubini-Study forms %J;@)wp&p by Kodaira maps of L” and the Poincaré form
wp+ (2):

Theorem 3.2. If (X, wy, L, h) fulfill conditions i and i, then

J ;,(Q)WFS,p(Z)

Do (o) =0O(p°) as p — +0o0. (3.9)

sup
zeViU---UVn

Let us mention that the difficulty of the estimate (3.9) consists in the fact that B)" (-)
vanishes at 0. Moreover, by [34, Theorem 6.1.1] and (3.6), for any K C ¥ compact,

1 i
L r @Sy = B =00"") on K (3.10)
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We give an important example where Theorem 3.2 applies. Let I' C PSL(2,R) be

a geometrically finite Fuchsian group of the first kind without elliptic elements. Then

Y :=T'\H can be compactified by finitely many points D = {a;,--- ,ay} into a compact
Riemann surface X [6, p956]. Let ws, be the Kihler-Einstein metric on ¥ induced by the
Poincaré metric wy = iﬁz\;i on the upper-half plane H.

Let SQFp be the space of cusp forms (Spitzenformen) of weight 2p of ' endowed with
the Petersson inner product (cf. [6, p995]). We can form the Bergman kernel function of
S;, as in (3.2), denoted by S}[6, p995], then

Sp(2) = 21 fi(2) P (2Imz)* (3.11)
J
with {f;} any orthonormal basis of S},. For any p > 0 and z € %, define

weP = %8510g(5’£(z)). (3.12)

As a corollary of Theorem 3.2, we get the following:

Corollary 3.3. Let I' C PSL(2,R) be a geometrically finite Fuchsian group of the first
kind without elliptic elements and 2 := I'\H. Then

wg " (2)

ST o) ws p e (313

sup
zZ€X

Corollary 3.3 still holds if T" has elliptic elements. In this case, the quotient ¥ = '\ H is
an orbifold, by the result of Dai-Liu-Ma [20, (5.25)], Ma-Marinescu [34, Section 5.4.3] on
the Bergman kernel on orbifolds and the localization of the asymptotics of the Bergman
kernel on compact part of 3, from [6, (1.15), p998], we know near the orbifold points,
O(p?) in (3.13) can be estimated as O(1).

In [4, Main Theorem 1], the authors claim a stronger estimate than (3.13) and they
prove their estimate by using a computation on classical modular forms, but unfortunately
their proof is not complete. As a comparison, the difficulty in proving (3.13) arises from the
fact that the Bergman kernel function vanishes on D, but [4, Proposition 2.3] claims that
it has a uniform strictly positive lower bound, cf. [6, Corollary 3.6] and the explanation

after (3.15).

In [3, Main Theorem 2], the authors claim a high dimension version of (3.13) for ball
quotients, but unfortunately their proof is also not complete. The similar incomplete

argument occurs in the proof of [3, Proposition 3.6].
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3.2 Proof of Theorem 3.2 and Corollary 3.3

In this section, we establish Theorem 3.2 and Corollary 3.3 by using the techniques
in [7]. Our starting point is (3.7), and thus we only need to work on the punctured unit
disc D*. The key part in our proof of Theorem 3.2 in Section 3.2.1 is Lemma 3.4 which
is established in Section 3.2.2: For the four terms in (3.26) and (3.27a), we get O(p~*).
The main estimate O(p?) is from (3.27b) as By (z) oscillates too violently near |z| = e™?

(cf. [6, Section 3.2]). In Section 3.2.3, we explain the proof of Corollary 3.3.

3.2.1 Proof of Theorem 3.2. From [7, (2.6) and (2.7)], we have

D* 2\ |p gD* x
B, (2) = log(|2]7)|B, (2), for z€ D", (3.14)
where
b oo (P22 ) Y
* _ p : p) _
B, (z) = l;(cl )7z, with ¢ = (27?(]) — 2)!> . (3.15)

From (3.14) and (3.15), we know £1_r)r(1) BZH))*(Z) = 0 for any p. Thus, B} has no strictly
positive lower bound. This is the main difficulty to establish Theorem 1.2.

By [6, Proposition 3.3, for any m € N;0 < b < 1 and 0 < v < %, there exists
e = ¢e(b,y) > 0 such that

After reducing to some V; and identifying the geometric data on D}, and ¥ via (3.3),
by (3.1) and (3.7), we have

* _].
BY(z) - L

—epl—2v
» o =0 ) asp — +o0. (3.16)

Cm({be=P7 <|z|<1},wp+)

J*’(Q)WFS,;)(Z) 1 100 log(B?*(z))

p wp+(2) o 27 wp+(2) +06™) (3.17)
1 o2 B (2) - 2B (2) — 2B (2) - ZBY(2) . ‘
= %M <log(]z\ )) 920 (B?*(j))Q 2 +O0(p~™)

As |z|log |2|*Z is an orthonormal frame of (T9D*, wp-+), from (3.16) with m = 1,2, we

have
2 2| P o 1-2y
sup  |2] <log(\z| )) B (TBP (2)| =0 ) asp — +oo.
be—P7 <|z|<1 20z (3.18)
a * 1—2 '
sup |2l|loa(|<*)|| 52 B} ()] = O(e™™") asp = +oo.
be—P7 <|z|<1 <

89



CHAPTER 3
From (3.16) with m = 0, (3.17) and (3.18), we get

Iy owrsp(z) 1

el | O(p~). (3.19)

sup
be—P7 <|z|<1

Thus, in order to prove Theorem 3.2 it suffices to show that

Sprsp(?) 5
2 = O(p?). )
e e s B R (3:20)
From (3.1), (3.7), (3.8) and (3.14), we get
* 9% oD* . RD* 0 naD* 0 pD*
JP7(2)wF57p<Z) _ |Z|2(1Og‘z|2)2.8z8zﬁp (Z) ﬁp (Z) BZﬁPQ <Z>825p (Z)—l—O(p_oo). (3.21)
pup-(2) 2mp (83" (2))

A key idea of [7] is that we use the precise formula (3.15), and only the lower degree
(i.e., I = O(p)) part of (3.15) plays the essential contribution in (3.21). We define 4, as

follows,
| (p—2)
Op = {2|logr| : (3.22)

and |x| is the integral part of x € R. Set

5 6y
Ty i= 30 3 WL —m)(”)* (),
=1 m=1
617 o
by =3 Y U= m)(eP (D),
=1 m:6p+1
© D (3.23)
I, = Z Z l(l _ m)(cl(p))Q(ng))Q‘ZFlJer’
1=6p+1m=1
Liy= > > (- m)(cl(p))2(c,(£))2\z\2”2m.
l=6p+1m=b,+1
From (3.15) and (3.23), we have
& o : o .. 9 ..
2 D D D D
. (aaﬁ )-8y () = 5P (5P <z>>
= |Z’2 Z ZQ(CZ(P))2<C7(£))2|Z|21+2m72 _ |z‘2 Z lm(Cl(p))z(ng))2’2‘2l+2m72
" e (3.24)
= Z Il — m)(cgp))Z(cg))2|z|2l+2m
l,m=1

=hp+lop+ I3y + 1y
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Proof of Theorem 3.2 and Corollary 3.3

Thus, by (3.21) and (3.24) we get

I W z 1 1 I I
Tersse) (o py el byt hiy gy (305)
p wp+(2) 2mp (B2 (2))

We will show the following result.

Lemma 3.4. (1) For j = 2,3,4, we have

2 I;
sup <log |z|2) 2 =0(p™). (3.26)
0<|z|<be=P" (Bg’* (z))
(2) We have
2 I
sup |(log|2?)” - —L—| = O(p™™), (3.27a)
0<|z|<2e~? ( ]]?(z))
22 Lip 4
sup <log || ) ———| =0(p"). (3.27b)
e P<|z|<be=P7 (ﬂg* (Z))

How to get Theorem 3.2 for Lemma 3.4. Since {2 € C:0< |z| <be P }={2€C:0<
|z] <2eP}U{z€C:eP < |z| <be P}, from (3.27a) and (3.27b), we get

2 1
log || %
(1og =P )

From (3.25), (3.26) and (3.28), we get (3.20). The proof of Theorem 3.2 is completed.

= O(p"). (3.28)

sup
0<|z|<be=P7

3.2.2 Proof of Lemma 3.4.. From (3.23), we have

|11p|<Z\1—m\ (c)) |z|2+2m+22z]z—m] (P)y2((p))2)2+2m (3,99

=2 m=2

We first estimate the first term on the right hand side of (3.29). By (3.15), we have
()22 < B (2), (3.30)

and
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From (3.15) and (3.31), as ;&5 < 2 for [ > 2, we have

5p 5

2 3 L 1 \"!
(@) =3 () (e
=2 S (3.32)
p 2 N
<Y () P < 27 ().
=2
From (3.22), (3.30) and (3.32), we have
Op op
> U= m|(e”)2 (D222 < (8, = ()2 D ()22 - |22
m=2 m=2
. 3.33
< (5, — )22 B2 (2 (333

<p2" 7Py ()%

Proof of (3.27a): For 0 < |z| < 2¢7?, we have

9 p
72| < 2PeP = () : (3.34)
e
Thus, by (3.33) and (3.34), for |z| < 2e?, we get

op

> 1= m|(el”) ey |Z|2+2m<p< ) 2] B (2)2. (3.35)

Next we estimate the second term on the right hand side of (3.29):

o (p)\2 2 12142
> Ul = ml(ef”)2 ()2
=2 m=2
61’ 617
<6y by 2222 (as |l —m]| < 5p) (3.36)
=2 m:2
5p 5p
= 02 2| S2(eP) P00 ST (el 2m D),
=2

m=2
By (3.22), (3.32), (3.34) and (3.36), for |z| < 2¢7?, as in (3.35), we get

S5p  Op

bS]

= m|(e?) (2?22 < 6 |2 227 BY () - 2771 B (2)

. (3.37)
< (2) BR e
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Proof of Theorem 3.2 and Corollary 3.3

Combining (3.29), (3.35) and (3.37), we obtain
2 I 2\” 2 2\ % 2
<log|2|2) '% <p< ) |z|(log|z|2> +p? <€> |z|2(log|z|2) . (3.38)
(5 ()

Since the functions f(z) = z(logz?)? and g(x) = x?(log x?)? are bounded on the interval
10,2e7P[C]0, e7?[, by (3.38), we get that there exists C; > 0 such that

p(i)p +p° (i)Qp] : (3.39)

(1og |- <

(82 (2))

sup
0<|z|<2e~P

By (3.39), we get (3.27a).

Proof of (3.27b). From (3.15), (3.22) and (3.23), we have

) <35t = ml( e e

=1 m=1

=2

p % (3.40)

5p p) ’Z|2l+2m
l

<p’ By (2)*

1 m:l

Therefore,

(10g|z|2)2~ hip §p2<10g|z|2)2. (3.41)

(82 (2))°

For z e {ueC:e® < |ul <be?}, we have e < |z|*> < 1. Thus, —2p < log|z|> < 0.
2
Therefore, <log |z]2) < 4p*. Hence, by (3.41), we have

2 1
log |2|? .17
(ll<F) (82 ()’

sup
e P<|z|<beP7

< p?-dp® = 4pt. (3.42)

From (3.42), we get (3.27b).

Proof of Lemma 3.4(1) for j = 2. From (3.23), we have

Op 00
Lapl <30 >0 11— m|(c?)?(c®)?] 2

=1 m=§p,+1

61) o0
<STUEPE Y m(e®)? ]z,
=1

m=0p+1

(3.43)
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as [l = m|=1(m —1) <Im.
From [7, (3.70)], there exists C' > 0 such that for any s € N* p > 2, we have

11 1
1P| < COp> o) (1Og |2T|2)p/ (3.44)
Next, we need the following
Lemma 3.5. (/7, (5.60)]). For any 7 € N fized, we have
! <IZI>‘S T ot (3.45)
[1og((2r)|* \ 2" S

for allp>1 and |z| < dp=*', where ¢ and A’ are constants defined as follows:

A= 21a“ o = 4“ng| and ¢ = re'/* ’log 27| )‘1/2(1 (3.46)

Proof. For the sake of completeness, we include a proof here. By (3.22), for any 7 € N
fixed, we obtain
a'p<o,—71 forp>>1. (3.47)

Thus, by (3.46) and (3.47) for 7 € N fixed, we have

Sp— 2a/
<V4> R < <|Z|> b g (3.48)
2r Hog(l2r?)] ~ \2r)  |log(2r)] ~ p

for p > 1, |z| < ¢p~*. Recall that the Stirling formula states

o= (27p) 72 (14 O(p™")) as p— +oo. (3.49)

By (3.15), (3.48) and (3.49), for any 7 € N fixed, we have

Sp—7+1 2(6p—7) p/2
1 <|z|>” (<| |> p 1 ) 2 g
— | = —_— 2r(p —2)1) " ¢’ |7|
‘log(|2r]2)‘p/2 2r o\ \2r ‘log(|27“|2)‘ ( )

1 1 * 1
<Cpi—f) (2)2

— 2a/p

(3.50)
for p>>1, |z| < p#. ]
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From now on, we assume |z| < ¢p~4, p > 1. By (3.15) and (3.22) we get
517 617
S U1 < 8 31 < 6,8 (=) < b8y (2). (3:51)
=1

=1

On the other hand, by (3.44), we have

oo 0 1
m(c))? 2" < Y0 mOp o Bl
m=25;;+1 m=3,+1 (2r)? ‘ log(|2r(?) ’p
(3.52)
1 0o |Z| 2m
log(|2r?)|" mi5ra \2r
Since for 0 < ¢ < 1,
00 . 0o ! €N+1 /
Y oget=| X ¢ =<1_§>
g=N+1 g=N+1 (3.53)

(N + 1)V — NV (N + 1)eY
(1-¢) 1=

we have
o) - ()
< <|Z|>2(5p + 1)<QZT|>26PQ (3.54)
(oo () 6)"

Therefore, by (3.22), (3.45) for 7 = 1, (3.52) and (3.54), we obtain

> m( Pl < <4>2<'Z'>2<5P T e — <|Z|>25”
m=by+1 3) \2r [log(j2rf2)]" \ 2
(3.55)
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From (3.43), (3.51) and (3.55), we get

(o) () (Yewrrgs o

<log |z|2)2 ) 712’7’ .

(5% )
Since the function f(z) = 2%(log #?)? is bounded on the interval |0, 1], from (3.56), we get
2 I 1
sup |(log |2?) - 225 < O"p” (3.57)
0<|z|<e'p—4’ P* (Z)) 2

Since ¢/p=4" > be " for p > 1, we get (3.26) for j = 2 from (3.57).

Proof of Lemma 3.4(1) for j = 3. We assume |z| < ¢p~', p > 1 as in Lemma 3.5. From
(3.23), we have

i< S Y i = ml(ct” 2| 2o
l=6p+1m=1 ) (358)
<Y PP S )P
I=6p+1 m=1
as l|l —m| =1(l—m) < 2.
From (3.44), we have
1 1
Z l2 |2l< Z | |2l
ot S @) log(2rP)
(3.59)

1 o |Z| 21
oy l() .
[log([2r?)|" 2540 \2r

By a simple computation, we get for 0 < & < 1,

ifqm+1ﬁq1=( ffaﬁﬂ

q:N+1 q:N+1

£N+2 "
:<1—£>
. (N+2)(N—|—1)§N_2N(N+2)£N+1+N(N+1)£N+2
B (3E

(N +2)(N +1)¢V
B (1-¢)?
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Thus,
i - H 2l< M 2 i 0+ 1) M 2(1-1)
i 2r —\2r) 2r
e
AN (%)
<o) G+ +1)—F— (3.60)
(- (&)
2 4 3 M 26,
< (5 +2)(6, +1) 3 5 .
Therefore, by (3.59) and (3.60), we get

Z (") 12\21<C<’ |> (6, +2)(6, +1)<4>3 1<|’Z|)25p. (3.61)

et " hog(j2rP)]

By (3.22), (3.45) for 7 =1 and (3.61), we get

< O/(ZJ) (p+2)(p+ 1)22%5@*( 2

From (3.15), (3.58) and (3.62), we get

(log |z|2)2 . Ly

(85 ()’

Since the function f(x) = z*(log z%)? is bounded on the interval |0, 1[, from (3.63), we get

< (log ]2\2)2<|2i|>2 [C’(p +2)(p+ 1)221@] (3.63)

[37p
(82 (=)’

(log|z|2)2- < Gy Zﬂw-

sup
0<|z|<e/p=A

(3.64)

Since ¢/p=4" > be P for p > 1, we get (3.26) for j = 3 from (3.64).
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Proof of Lemma 3.4(1) for j = 4. We assume |z| < ¢p~, p > 1 as in Lemma 3.5. By
(3.23), we have

|L,| < Z Z l‘ ‘ (p) )%( g))2|2’2l+2m
I=6p+1 m=0p+1
Z HCORERE Z ()2 [ + Z VI S mle)]=
e m=bp+1 I=d,+1 m=d,+1
(3.65)
From (3.44), as in (3.55), we get
> 1
> ()P < Z m 5la™"
m=8p+1 m=0,+1 )° ’1 (|12r}? )’
) 12\ 2 (3.66)
e ( ) |
‘log orp)[" \2r
From (3.45) for 7 = 1 and (3.66), we get
S 21\
> e < sop o) (3.67)
m=G,+1 22 » 2r
From (3.55), (3.62), (3.65) and (3.67), we get
21\ 21\
/ D* D*
) <0/ () 0+ 20+ Vg8 @) 1008 () (1))
N . o (3.68)
z . ) 2\ pe
AG) e (B) vrvgmie| <orgs () wer
Thus, by (3.68) we obtain
2\2 ]417 no 1 |Z| ! 2 ?
(log]z| ) AP <O 51 | 5 (log]z\ ) : (3.69)
(82 (2)) r
Since the function f(z) = 2*(log #?)? is bounded on the interval |0, 1], from (3.69), we get
sup <log |z|2)2 . 147 < C"p? ) (3.70)
0<|z|<c/p—A (ﬁD*( )) 240lp .

Since ¢/p=4" > be " for p > 1, we get (3.26) for j = 4 from (3.70). The proof of Lemma
3.4 is completed.
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3.2.3 Proof of Corollary 3.3. Let I' be a geometrically finite Fuchsian group of the
first kind, without elliptic elements, then as explained in [6, p956], ¥ := ['\H can be
compactified by finitely many points D = {a4,--- ,ay} into a compact Riemann surface

Y} with genus g such that the following equivalent conditions (i)-(iv) are fulfilled:
(i) ¥ =X\ D admits a complete Kéhler-Einstein metric wy with Ric,, = —ws,
(i) 29 —24+ N >0,

(iii) the universal cover of ¥ is the upper-half plane H,

)

(iv) L = K5 ® Og(D) is ample, where Kg = T*10% is the canonical line bundle on 3.

From [6, Lemma 6.2], there exists a singular Hermitian metric on L such that (X, wy)
and the formal square root of (L, h) satisfy the condition i and ii.

From [6, the proof of Lemma 6.2], wy, is the Kahler—Einstein form of constant negative

curvature —4, induced by the Poincaré form wy = iﬁ;\jﬁ on H, and every a € D has a

coordinate neighborhood (U, z) in ¥ such that in this coordinate wy is exactly given by

wp+(2) on U, = U, \ {a}. Moreover, the curvature of the line bundle (L|s, h) is given by
—2iwy, and thus the curvature of the (formal) square root of (L, h) is —iws. Therefore,
from [6, Corollary 2.4], we get that for any k,m € N and any compact set K C 3,

1 1

B,(x) = P +O0(@(p*), in C™(K) as p — +oo. (3.71)

Hence, from (3.6), we get

Iy owrsp(z) 1

& pws(z)  2m

K

= O(p~™). (3.72)

On the coordinate neighborhood U, of a € D, we have ws, = wp+. Combine Theorem 3.2
and (3.72), we get
J;,(Q)WFS,p(Z)

G| = o), (3.73)

sup
by

As explained in [6, (6.36)], the space S, of cusp forms (Spitzenformen) of weight
2p of I' endowed with the Petersson scalar product is isometric with the space of L?
holomorphic sections of LP over ¥ (cf. (3.2)) with respect to the volume form ws, and the
metric A on LP. The Bergman kernel B, of H, ?2)(2, LP) can be identified to the Bergman
kernel S} of S, (cf. [6, (6.37)]). Thus, by (3.6) and (3.12), we get

or i o= 1, 1 L per
W = 588 log(By(2)), ];Jp,(z)WFs,p = WS ];Wg ”, (3.74)

From (3.73) and (3.74), we get (3.13). The proof of Corollary 3.3 is completed.
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